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Messunsicherheiten, Fehlerrechnung und lineare Regression

Jeder Messwert ist mit einer Messabweichung behaftet. Die Breite der Verteilung der Messabweichungen
ist die Messunsicherheit (friher Messfehler genannt). Die Fehlerrechnung beschreibt die Fortpflanzung
einzelner Messunsicherheiten. Die lineare Regression ist ein elementares Werkzeug in der Datenauswertung
um Parameter aus einem Datensatz zu extrahieren.

1 Lernziele

» Zuféllige Messabweichungen sind bei wiederholten Messungen oft normalverteilt (gauBverteilt).

= Durch Mittelwertbildung kann die Genauigkeit des Messwertes erhoht werden.

= Die Standardabweichung sx ist ein MaB fiir die Streuung um den Mittelwert.

= Die Standardabweichung des Mittelwertes S(x) gibt die Messunsicherheit von diesem an.

= In Formeln mit mehreren MessgroBen pflanzen sich Messunsicherheiten fort. Die resultierende
groBtmogliche Messunsicherheit kann mittels partieller Ableitungen der beschreibenden Formel
und den gegebenen oder abgeschatzten Einzelmessunsicherheiten bestimmt werden.

= Die lineare Regression berechnet den Anstieg b und den Ordinaten(y-Achse)-Abschnitt 2 um die
Daten mit einem linearen Zusammenhang y = a + bx zu beschreiben.

2 Experimenteller Aufbau — Mathematisches Pendel

Stativ mit Fadenpendel und Probenkérper 1 = (20.0 £ 0.1) mm
= MaBband mit einer Ablesegenauigkeit von 1 mm

= StopWatch-Programm auf dem Computer zur Zeitmessung

= Computer mit Auswerte-Software

Probenkorper
h=20 mm

3 Versuchsvorbereitung

Stellen Sie zu beginn eine Pendelldnge L von zirka 80 cm ein. Der Auslenkwinkel des Pendels bei der
Schwingung sollte maximal 10° betragen. Wieso? Zur Aufnahme der Periodendauern steht das Programm
StopWatch zur Verfiigung. Mit diesem Programm lésen wiederholte Enter-Eingaben den Start bzw.
Stop der Uhr aus. Somit wird in 4a) eine Periodendauer gemessen, eine ausgelassen usw. Sie kdnnen
zwischendurch pausieren oder den Partner wechseln. Eine Periodendauer misst sich am genausten, wenn
Sie den wiederholten Durchgang durch dieselbe Auslenkung bei hoher Pendelgeschwindigkeit messen.

4 Messungen

a) Messen Sie die Pendellange L aus dem Abstand zwischen dem Aufhangepunkt und dem Schwer-
punkt des Probenkérpers. Schatzen Sie die zugehdrige Messunsicherheit u(L). Bestimmen Sie
mindestens 200-mal die Dauer T; einer Periode lhres Fadenpendels.
= Auswertung 5a).

b) Bestimmen Sie zur selben Pendellinge wie in 4a) die Periodendauer Tsy = Ats0/50 aus der
gemessenen Zeitdauer Atsg fiir 50 Perioden.
= Auswertung 5b).

c) Messen Sie die Periodendauer T(L) Ihres Pendels fiir mindestens 5 Pendellangen L; zwischen
10cm und 1 m. Entscheiden und begriinden Sie in Ihrem Protokollbuch, ob Sie zur Bestimmung
der Periodendauer die Methode nach 4a) oder 4b) benutzen.
= Auswertung 5¢).

5 Auswertungen

Die mit dem StopWatch-Programm ermittelten Zeiten kdnnen Sie in die Zwischenablage kopieren
und im Programm SciDAVis in die Spalten einer Tabelle einfiigen. Vergeben Sie aussagekraftige
Spaltennamen.
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zu 4a)

zu b)

Histogramm und statistische GroBBen

Stellen Sie Ihre Daten als Scatter-Plot (Punktdiagramm) dar, indem Sie die Spalte mit den
Periodendauern markieren und Plot -> Scatter wahlen. Mit dem Data Reader kénnen Sie
offensichtliche Fehlmessungen erfassen und [dschen.

Zur Ermittlung statistischer GroBen einer Spalte (column) markieren Sie diese und benutzen
Analysis -> Statistics on Columns. Notieren Sie in ihrem Protokollbuch die mittlere Peri-
odendauer (T), die Standardabweichung st und berechnen Sie die Standardabweichung (Unsi-

E .

Um das Histogramm zu erzeugen, markieren Sie die Spalte und benutzen Sie die Zeichenfunktion
Plot -> Statistical Graphs -> Histogram. Erzeugen Sie das zugehérige Histogramm mit
einer sinnvollen bin-Breite. Fligen Sie eine Anpassung an eine Gaussverteilung der Abbildung
hinzu mit Rechter Mausklick -> Analyze -> Fit Wizard -> Build-in -> GaussAmp.
Tragen Sie (T), st und s(ry als Text und als vertikale Linien in Ihr Histogramm ein und beschriften
Sie die Abbildung vollsténdig.

Erstellen Sie ein weiteres Datenblatt welches nur die ersten 10 Periodendauern enthélt. Berechnen
Sie von diesen Daten ebenfalls (T), st und s (T)). Vergleichen Sei diese mit den GréBen aus
dem vollem Datensatz. Welche Aussagen kénnen Sie machen?

Bestimmung der Schwerebeschleunigung ¢

Der Zusammenhang zwischen der Periodendauer der Pendelschwingung und der lokalen Schwere-

beschleunigung ¢ ist
L 4L
T =2m,/ 2 bzw. ¢ = % (1)

mit der Pendelldnge L und der Periodendauer T.

Berechnen Sie ¢ mit T = (T) aus 5a) und mit T = T5p aus 5b)

Fehlerrechnung

Fir der Ermittlung der Messunsicherheiten der zwei bestimmten g-Werte bendtigen Sie die
abgeschatzte Messunsicherheit #(L) und die Unsicherheit der Periodendauer u(T). Bei der ersten
Methode mit T = (T) ist die Unsicherheit der Periodendauerbestimmung u((T)) = s die
Unsicherheit des Mittelwertes. Bei der zweiten Methode ist #(T50) = st/50. In Worten, die
Unsicherheit ist ein 1/50 der Messunsicherheit einer einzelnen Zeitintervallmessung. \Welche
Unsicherheit ist groBer? Welche Methode schlagen sie vor, wenn die Messunsicherheit noch weiter
verkleinert werden soll?

Die Unsicherheit u(g) der Schwerebeschleunigung hat zwei Anteile, von (L) und von u(T):

Stop Watch - by Themas John
Start = Maus click/Enter on Start/Siop
Use select and delete to remove tems

1 1570 - s

Times [ms]

4772 872L u
Uaps(g) = ?u(L) + ?u(T) und U (g) = (gg) -100% . (2)

Berechnen Sie die Anteile separat und die Summe als Messunsicherheit 1,,5(g) fir g. Welche
Messabweichung u(L) oder u((T)) beziehungsweise u(T5) hat jeweils den gréBeren Einfluss
auf die Unsicherheit der bestimmten Schwerebeschleunigung ¢? Welche der beiden Methoden
resultiert bei lhnen zu einem genaueren g7



Messunsicherheiten — Lineare Regression - Grundpraktikum Physik der UZl s 20017 3/4

zu c¢) Lineare Regression

Das Quadrat der Periodendauer T?(L) ist eine lineare Funktion in der Pendellinge L mit dem
Anstieg b = 47‘[2/g:

2 |
TZ(L):LL;IL o y(x)=a+by mit a=0 (3)

Welche Einheit haben a und b? Die lineare Regression mit y = a + bx berechnet das optimale
a und b zu den Wertepaaren {x; = L;; y; = T?}. Eine Anpassung an y = bx ist physikalisch
sinnvoll und ergibt ein genaueres g.

In einer Tabelle konnen Sie neue Spalten durch Rechtsklick->Add Column einfiigen. Sie kdnnen
Spaltenwerte aus bestehenden errechnen, indem Sie die Spalte markieren und Formular->Apply
ausfuhren. In unserem Fall z. B. (c0l1(2)/1000)"2, d.h. die Zeit von Millisekunden in Sekun-
den umrechnen und dieses Ergebnis quadrieren. Die erste Spalte ist die x-Spalte und bein-
haltet die zugehdrigen Langen L; in Metern. Erstellen Sie ein Scatter-Plot von T?(L). Mit
Rechtsklick->Analyze->Fit Wizard->User defined->Fit Slope wird der Regressionpara-
meter b berechnet und die Linie in der Abbildung eingetragen. Wenn Sie auf die Linie doppelt
klicken, konnen sie mit Edit den x Bereich bei 0 beginnen lassen. Berechnen Sie aus den Regres-
sionsparametern wiederum die Schwerebeschleunigung ¢ und tragen Sie diese sinnvoll gerundet

als Text in Ihre Regressionsabbildung ein.
-bit - C:\Prog\Origin9.1UserFaldet\UNTITLED * - /Folderl/

Drata Analrsis|Gadgets Tools Format Window Help

. {Home Use) 64-bit - C\Prog\Qrigin9.1UserFolder\UNTITLED * E Statistics N : grg % 100% B u‘(
fiew Column  Worksheet  Analysis  Statistics  Ima K Mathematics b = m
% Line 3 e = Data Manipulation » — <

Skl ) Heoa  Fitting ’ Linear Fit

Line + Symbol ¥|[s7 Scatter Central E— signal Processing » Fit Linear with X Error...

6 Zusatzliche — freiwillige — Auswertungen

a)

b)

Messunsicherheit bei Regression Bei der Regression werden die Regressionsparameter und
deren statistische Unsicherheit als & ... angegeben. Aus Gl. (3) ergibt sich eine Unsicherheit von
¢ zu ug = 47?b 2

Tragen Sie Ihre gemessenen Periodendauern T(L) in 5 tber der Pendellinge (nicht das Quadrat
der Periodendauern) auf und fiihren Sie eine Anpassung an eine Wurzelfunktion T(L) = av/L
durch. Welche Einheit hat a? Berechnen Sie aus a die Schwerebeschleunigung. und tragen Sie
diese in lhre Abbildung ein.

Erstellen Sie aus Ihrem Histogramm in 5 eine Wahrscheinlichkeitsdichtedarstellung p(T'). Diese ist
normiert, so dass das Integral iiber die Funktion, also die Flache unter p(T) den Wert 1 ergibt.
Variieren Sie dazu in lhrem Histogramm die bin-Breiten fiir eine aussagekraftige Darstellung. Durch
Rechtsklick => Go to Bin-Worksheet erhalten Sie die Tabelle mit den Histogrammwerten.
In einer zusatzlichen Spalte berechnen Sie p(T) mit col(Counts)/N*binwith mit N, der Anzahl
Ihrer Messpunkten und binwith fiir lhre gewahlte Binbreite. Stellen Sie p(T) als Punktdiagramm
dar. Ermitteln Sie die Parameter y und ¢ durch Anpassung an eine Gaussverteilung (Nonlinear
Curve Fit) an lhre Wahrscheinlichkeitsdichtedarstellung p(T). Vergleichen Sie diese Werte mit
dem berechneten Mittelwert und der Standardabweichung aus der Aufgabenstellung 5. Was
ist der Unterschied zwischen dem p und dem Mittelwert beziehungsweise zwischen ¢ und der
berechneten Standardabweichung aus dem Datensatz? Gibt es Verteilungen, wo sich die Werte
deutlich voneinander unterscheiden?
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8 Zusatzmaterial

Die Schwerebeschleunigung setzt sich aus dem lokalen Gravitationsfeld und der Zentrifugalbe-
schleunigung zusammen. Letztere hat ihr Maximum am Aquator und tragt dort bei der Erde zu
—0.34% bei.
Die Messung des lokalen Schwerefeldes der Erde wird Gravimetrie bezeichnet. Die Hauptkompo-
nente in den lokalen Variationen der Fallbeschleunigung g sind Berge und Taler. Sie gibt aber auch
Hinweise auf eventuell vorhandene Erz- oder Ollagerstatten im Untergrund. Beim Vorhandensein
von Erzen oder Ol, ist die Fallbeschleunigung an der Oberfliche minimal gréBer bzw. kleiner als
aus dem Obeflachen profiel zu erwarten ware. Weitere Einfliisse sind

— die Abplattung der Erde

— die Abnahme mit zunehmender Hohe = Abstand zum Erdmittelpunkt
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