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Messunsicherheiten, Fehlerrechnung und lineare Regression

Jeder Messwert ist mit einer Messabweichung (friiher Fehler genannt) behaftet. Die Breite der Verteilung
der Messabweichungen ist die Messunsicherheit. Die Fehlerrechnung beschreibt die Fortpflanzung einzelner
Messunsicherheiten. Die lineare Regression ist ein elementares Werkzeug in der Datenauswertung.

1 Lernziele

» Zuféllige Messabweichungen (Fehler) sind bei wiederholten Messungen oft normalverteilt (gauB-
verteilt). Durch Mittelwertbildung kann die Genauigkeit des Messwertes erhéht werden.

= Die Standardabweichung ist ein MaB fir die Streuung um den Mittelwert.

= In Formeln mit mehreren MessgréBen pflanzen sich Messunsicherheiten fort. Die resultierende
groBtmogliche Messunsicherheit kann mittels partieller Ableitungen der beschreibenden Formel
und den gegebenen oder abgeschatzten Einzelmessunsicherheiten bestimmt werden. Dies wird
Fehlerfortpflanzungsgesetz genannt.

= Die lineare Regression berechnet den Anstieg a und den Ordinaten(y-Achse)-Abschnitt b um die
Daten mit einem linearen Zusammenhang y = ax + b zu beschreiben.

2 Experimenteller Aufbau — Mathematisches Pendel
= Stativ mit Fadenpendel und Probenkérper i = (20.0 £ 0.1) mm
= MaBband mit einer Ablesegenauigkeit von 1 mm
= StopWatch-Programm auf dem Computer zur Zeitmessung
= Computer mit Auswerte-Software

3 Messungen

a) Messen Sie die Pendellange L aus dem Abstand zwischen dem Aufhangepunkt und dem Schwer-
punkt des Probenkoérpers. Schatzen Sie die zugehérige Messunsicherheit #(L). Bestimmen Sie
mindestens 200-mal die Dauer T einer Periode |hres Fadenpendels.
= Auswertung 5a).

b) Bestimmen Sie die Periodendauer Ihres Pendels aus der Zeitdauer T fiir 50 Perioden zur selben
Pendellange wie in 3a). Schatzen Sie die zugehorige Messunsicherheit u(Tsp).
= Auswertung 5b) und 5c).

c) Messen Sie die Periodendauer T(L) Ihres Pendels fiir mindestens 5 verschiedene Pendellangen L.
Entscheiden und begriinden Sie, ob Sie die Methode nach 3a) oder 3b) benutzen.
= Auswertung 5d).

4 Versuchsdurchfiihrung

Der Auslenkwinkel des Pendels sollte maximal 5° betragen. Wieso eigentlich? Schatzen Sie 5° ab. Zur
Aufnahme der Periodendauern steht das Programm StopWatch zur Verfiigung. Mit diesem Programm
l6sen wiederholte Enter-Eingaben den Start bzw. Stop der Uhr aus. Somit wird in 3a) eine Periodendauer
gemessen, eine ausgelassen usw. Sie kénnen zwischendurch pausieren oder den Partner wechseln.
Eine Periodendauer misst sich am genausten, wenn Sie den wiederholten Durchgang durch dieselbe
Auslenkung bei hoher Pendelgeschwindigkeit messen. Bei welchem Auslenkwinkel ist die Geschwindigkeit
am hochsten?

5 Auswertungen

Die mit dem StopWatch-Programm ermittelten Zeiten kdnnen Sie in die Zwischenablage kopieren und
im Programm Origin® in die Spalten eines Worksheet einfiigen. Von der Datenauswertungssoftware
Origin® wird nur ein kleiner Teil der verfigbaren Funktionen bendtigt.
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a)

Histogramm und statistische GroBBen
Stellen Sie Ihre Daten als Scatter-Plot dar in dem Sie die Spalte Markieren und

Plot -> Scatter wahlen.

Zur Ermittlung statistischer GroBen einer Spalte (column) markieren Sie diese und benutzen
Statistics -> Descriptive Statistics -> Statistics on Columns.

Berechnen Sie aus allen gemessenen Periodendauern von 3a) den Mittelwert T, die Standardab-
weichung st und die Unsicherheit des Mittelwertes s+ = ST/\/N.
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Um das Histogramm zu erzeugen, markieren Sie die Spalte und benutzen Sie die Zeichenfunktion
Plot => Statistics => Histogram.

Erzeugen Sie das zugehdrige Histogramm mit einer sinnvollen bin-Breite. Fligen Sie eine Anpas-
sung an eine Normalverteilung der Abbildung hinzu mit Analyze => Fit Gaussian.

Tragen Sie obige drei statistische GroBen als Text und als vertikale Linien in Ihr Histogramm ein
und beschriften Sie dieses.

Erstellen Sie ein weiteres Datenblatt welches nur die ersten 10 Periodendauern enthalt. Berechnen
Sie von dieser Spalte ebenfalls T, st und sz. Vergleichen Sei diese mit den GréBen aus dem vollem
Datensatz mit 200 Eintrdgen. Welche Aussagen kdnnen Sie machen?

Bestimmung der Schwerebeschleunigung

Die mittlere Periodendauer Tsg aus der Zeit fiir 50 Schwingungen ergibt sich zu Tso = Ts0/50.
Der Zusammenhang zwischen der Periodendauer einer Pendelschwingung und der lokalen Schwe-

rebeschleunigung ¢ ist
L 4L
T =2m,| 3 bzw. ¢ = % (1)

mit der Pendellange L und der Periodendauer T.

Berechnen Sie ¢ aus T von 5a) und aus Tsp und tragen Sie beide Werte als Text in lhrem
Histogramm ein.

Fehlerrechnung

Fir der Ermittlung der Messunsicherheiten |hrer zwei ¢ Bestimmungen benétigen Sie die abgeschatz-
te Messunsicherheit #(L) und die Unsicherheit der mittleren Periodendauer u(T) beziehungsweise
u(Tsp). Erstere ist die Unsicherheit des Mittelwertes u(T) = sz. Die zweite ist ein 1/50 der
Messunsicherheit einer einzelnen Zeitmessung und somit u(Tsg) = st/50. Welche Unsicherheit
ist groBer?

Die Unsicherheit fiir ¢ ergibt sich durch Fehlerfortpflanzung zu

4772 82L u
u(g) = ﬁu(L) + ?u(T) und  u,,(g) = fgg) -100% . (2)

Berechnen Sie die zugehdrigen Messunsicherheiten u(g) fir die zwei Messunsicherheiten u(T)
und u(T50) und Tragen Sie diese GréBen als Text in lhr Histogramm ein. Welche Messabweichung
u(L) oder u(T) beziehungsweise u(Ts) hat jeweils den gréBeren Einfluss auf die Unsicherheit
des bestimmten g7 Welche der beiden Methoden zur Bestimmung von T liefert ein genaueres g?
Lineare Regression

Das Quadrat der Periodendauer T?(L) ist eine lineare Funktion in der Pendellinge L mit dem
Anstieg a = 4712/ ¢, siehe Gl. (1). Welche Einheit hat a? Die lineare Regression mit y = ax + b
berechnet das optimale a@ und b zu den Wertepaaren {x; = L;; y; = T>(L;)}. Aus a lasst sich ¢
ermitteln. Welche Einheit hat b und welchen Wert sollte b haben?



Messunsicherheiten - Grundpraktikum Physik der e 100116 3/4

In einem Worksheet kénnen Sie neue Spalten durch Rechtsklick =>Add New Column einfiigen.
Sie kénnen neue Spaltenwerte aus bestehenden errechnen, indem Sie die neue Spalte markieren und
Rechtsklick => Set Columns Values ausfiihren. In unserem Fall co1(3)=(co0l(2)/1000)"2,
d.h. die Zeit von Millisekunden in Sekunden umrechnen und dieses Ergebnis quadrieren. Die
x-Spalte beinhaltet die zugehérigen Langen L in Metern. Durch Markieren der neu berechneten
Spalte und Plot => Scatter erhalten Sie ein Diagramm Ihrer Messwerte T?(L). Mit Analyze
=> Fit Linear werden: a) die Regressionparameter berechnet durchgefiihrt, b) die Lineare
Regression als Linie in der Abbildung eingetragen und c) alle Parameter in dem Result Log
ausgegeben. Berechnen Sie aus den Regressionsparametern wiederum die Schwerebeschleunigung

g und tragen Sie dieses als Text sinnvoll gerundet in lhre Regressionsabbildung ein.
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Data | Analysis | Gadgets Tools Format Window Help
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6 Zusatzliche — freiwillige — Auswertungen

a)

Tragen Sie lhre gemessenen Periodendauern T(L) in 5d) iber der Pendellange (nicht das Quadrat
der Periodendauern) auf und fiihren Sie eine Anpassung an eine Wurzelfunktion T(L) = @+/L durch.
Erstellen Sie dazu mit (Nonlinear Curve Fit), eine benutzerdefinierte Anpassungsfunktion und
berechnen Sie aus @ die Schwerebeschleunigung.

Erstellen Sie aus Ihrem Histogramm in 5a) eine Wahrscheinlichkeitsdichtedarstellung p(T). Diese
ist normiert, so dass das Integral Gber die Funktion, also die Flache unter p(T) den Wert 1 ergibt.
Variieren Sie dazu in lhrem Histogramm die bin-Breiten fiir eine aussagekraftige Darstellung. Durch
Rechtsklick => Go to Bin-Worksheet erhalten Sie die Tabelle mit den Histogrammwerten.
In einer zusatzlichen Spalte berechnen Sie p(T) mit col(Counts)/N*binwith mit N, der Anzahl
Ihrer Messpunkten und binwith fiir lhre gewahlte Binbreite. Stellen Sie p(T) als Punktdiagramm
dar. Ermitteln Sie die Parameter y und ¢ durch Anpassung an eine Gaussverteilung (Nonlinear
Curve Fit) an lhre Wahrscheinlichkeitsdichtedarstellung p(T). Vergleichen Sie diese Werte mit
dem berechneten Mittelwert und der Standardabweichung aus der Aufgabenstellung 5a). Was
ist der Unterschied zwischen dem p und dem Mittelwert beziehungsweise zwischen ¢ und der
berechneten Standardabweichung aus dem Datensatz? Gibt es Verteilungen, wo sich die Werte
deutlich voneinander unterscheiden?
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8 Zusatzmaterial
= Die Schwerebeschleunigung setzt sich aus dem lokalen Gravitationsfeld und der Zentrifugalbe-
schleunigung zusammen. Letztere hat ihr Maximum am Aquator und trigt dort bei der Erde zu
—0.34% bei.
= Die Messung des lokalen Schwerefeldes der Erde wird Gravimetrie bezeichnet. Die Hauptkompo-
nente in den lokalen Variationen der Fallbeschleunigung g sind Berge und Taler. Sie gibt aber auch
Hinweise auf eventuell vorhandene Erz- oder Ollagerstitten im Untergrund. Beim Vorhandensein
von Erzen oder Ol, ist die Fallbeschleunigung an der Oberfliche minimal groBer bzw. kleiner als
aus dem Obeflachen profiel zu erwarten wére. Weitere Einfliisse sind
— die Abplattung der Erde
— die Abnahme mit zunehmender Hohe = Abstand zum Erdmittelpunkt

= Das Schwerefeld der Erde ist am Aquator kleiner als an den Polen.
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= Das lokale Schwerefeld um Saarbriicken zeigt die Abnahme von ¢ mit der Hohe.
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siehe bei der Physikalisch Technischen Bundesanstalt
http://www.ptb.de/cartoweb3/SISproject.php
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