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Kapitel 1

Einfithrung

Bei der Messung physikalischer Gréssen treten immer Fehler auf. Eine genaue,
absolut prézise Messung ist nur beim Abzédhlen von Datenwerten méglich (und
da auch nicht immer).

Eine physikalische Messung ohne Genauig-
keitsangabe ist wertlos.

Grundsétzlich miissen in jedem Praktikumsbericht neben den Resultaten auch
Angaben zu den Fehlern vorhanden sein.

Man unterscheidet drei Fehlerarten: grobe Fehler, systematische Fehler und
statistische Fehler. Grobe Fehler entstehen, wenn die Experimentatoren ihr Hand-
werk nicht verstehen (Experimentelle Physik ist in erster Linie Handwerk). Gro-
be Fehler lassen sich durch Literaturstudium, Kontrollmessungen und durch
Abschétzungen vor dem Experiment iiber die zu erwartenden Gréssen vermei-
den. Systematische Fehler treten bei jeder Durchfithrung eines Versuches in der
gleichen Art und Weise auf. Statistische Fehler sind zufillig. Ihr Auftreten liegt in
der Natur des Messprozesses und kann nur durch Wiederholung der Messungen
minimiert werden.

Dieser kleine Text will Thnen eine Zusammenfassung der fiir die Fehlerrech-
nung und Fehlerbehandlung benétigten Methoden geben. Gute Einfithrungen in
die Materie sind die Biicher von Grénicher | ] oder Bevington | |. Im
Internet finden Sie einen Text von E.D. Schmitter von der FH Osnabriick in
HTML! oder Postscript? | .

thttp:/ /www.we.fh-osnabrueck.de/fbwe /vorlesung /edvl/statx.html
2http://www.we.fh-osnabrueck.de/fbwe/vorlesung/edvl/statx.ps
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Einfiihrung
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Kapitel 2

Systematische Fehler

Systematische Fehler sind durch die Unvollkommenheit der Messgerite sowie
durch nicht steuerbare Aussere Einfliisse bestimmt. Systematische Fehler kénnen
in vielen Féllen durch ergénzende Messungen korrigiert werden (zum Beispiel
die Totzeitkorrektur bei Zéhlrohren). Systematische Fehler kénnen durch eine
eingehende Analyse der verwendeten Messgerite und der Messverfahren erkannt
werden. Typische systematische Fehler sind:

2.1 Umwelteinfliisse

e Bei der ultraprizisen Gewichtsbestimmung von Substanzen muss der Auf-
trieb der Luft beriicksichtigt werden. Dieser Fehler kann, wenn alle rele-
vanten Grossen aufgezeichnet wurden, sehr leicht rechnerisch kompensiert
werden.

Dazu muss die Umgebungstemperatur im Laborbuch vermerkt werden.

e Die Luftfeuchtigkeit beeinflusst ebenfalls die Dichte der Luft (Warum?!)

o Viele elektrische Messgeréte haben eine von der Temperatur des Messwerkes
abhéngige Empfindlichkeit.

e Bei der Druckmessung mit Quecksilberbarometern muss die Kapilardepres-
sion beriicksichtigt werden.

e Bei der Druckmessung mit kapazitiven Drucksensoren beeinflusst die Tem-
peratur die Empfindlichkeit und die Nullpunktslage.

e Adsorbierte Gasschichten auf Metallspiegeln verfilschen den Reflexionsko-
effizienten.

!Die mittlere Dichte der Luft hingt von den enthaltenen Molekiilen ab. Luft besteht aus
80% No (Molekiilgewicht 28) und 20% Oy (Molekiilgewicht 32). Wasser in der Luft (”Feuchte”)
besteht aus Molekiilen mit dem Atomgewicht 18. Deshalb ist feuchte Luft leichter als trockene.
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8 Systematische Fehler

e Adsorbierte Wasserschichten beeinflussen in dramatischer Art und Weise
die gemessenen Krifte in der Rasterkraftmikroskopie.

e Wenn die Temperatur wihrend eines Versuchs nicht konstant gehalten wird,
konnen die Messwerte vom Anfang und vom Ende der Messzeit nicht ver-
glichen werden. Ursachen fiir einen Temperaturgang konnen zum Beispiel
Wetterumschliage oder die Kérpertemperatur der Experimentatoren sein.
Also: immer den Temperaturgang aufzeichnen bei Prazisionsmessungen.

e Bei gewissen Experimenten muss auf den Mondstand (Gravitation) geachtet
werden.

Wenn die Umwelteinfliisse nicht iiberwacht werden, konnen meistens nur qua-
litative Ergebnisse erwartet werden.

2.2 Riickwirkungen

Eine weitere Kategorie systematischer Fehler ist die Riickwirkung des Messgerétes
auf das gemessene System.

e Bestimmung der Spannung oder des Stromes mit den iiblichen Messgeréten
(= Grundpraktikumsversuch)

e Verdnderung des Widerstandes durch den Messstrom.

e Temperaturmessung: die Wiarmekapazitit der Messsonde entzieht der Pro-
be Warme und verfilscht so das Messresultat.

e Falsche Impedanzen oder ungeeignete Abschlusswiderstéinde konnen elek-
trische Messungen zum Gliicksspiel werden lassen.

e Bei Rastertunnelmikroskopen ist die Sonde (Tunnelspitze) prinzipbedingt
eng an die Probe gekoppelt.

2.3 Unvollkommene Messgerite

Eine weitere Quelle systematischer Fehler sind unvollkommene Messgeriite.

e Viele Geréte haben nichtlineare Kennlinien, die die Messresultate
verfilschen.

e Eichfehler und Alterungserscheinungen gehéren zu den systematischen Feh-
lern.
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2.4 Entdeckung systematischer Fehler 9

e Induzierte Ladungen, zum Beispiel durch die Bewegung des Experimenta-
tors in trockener Luft, konnen héchstempfindliche Messungen von Strom
oder Spannung storen.

e Der Eigenverbrauch von Messgeréten zahlt zu den systematischen Fehlern.
e Lageabhéingigkeit der Messung
e Aussere Magnetfelder

e Reibung

Messungen sind sehr viel préaziser, wenn nicht ein Wert gemessen wird, sondern
der Messwert mit einer Referenz (eventuell abgleichbar) verglichen wird. Hat man
eine gute Theorie des Messgerétes und des Messprozesses zur Hand, kénnen diese
systematischen Fehler herausgerechnet werden.

Eine weitere, nicht zu unterschétzende Quelle systematischer
Fehler sind die Experimentatoren. Dazu gehort insbeson-
dere ”Bias”, mangelnde Objektivitdt. Die meisten falschen
Messresultate sind dadurch zustande gekommen, dass dern
Experimentator das Resultat aus unzureichenden Daten her-

ausgelesen hat, das er haben wollte.

Dabei ist der Wunsch der Vater des Gedankens.

2.4 Entdeckung systematischer Fehler
Systematische Fehler konnen entdeckt werden, indem

e Theorien nach ungewollten Effekten untersucht werden (Mehr als nur die
erste Nidherung betrachten).

e Die Messbedingungen veréndert werden, (andere Messgerite, andere Mes-
sanordnung)

e Eine Grosse mit zwei grundsétzlich verschiedenen Messverfahren bestimmt
wird.

e Messverfahren die auf der Kompensationsmethode beruhen verwendet wer-
den.

e Messverfahren mit minimalen systematischen Fehlern verwenden.
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10 Systematische Fehler

2.5 Vor einem Experiment

Vor einem Experiment miissen die folgenden Fragen
oekléart werden:

e Konnen im Experiment nicht erfasste Umweltein-
fliisse die Messwerte beeintréichtigen?

e Entsprechen die abgelesenen Messwerte wirklich
den zu messenden physikalischen Grossen?

e Sind die zur Auswertung verwendeten Gleichun-
gen richtig oder wenigstens innerhalb der er-
strebten Genauigkeit geniigend gut Theorie des
Messvorganges)

e Wo besteht die Gefahr, grobe Fehler oder subjek-
tive Beobachtungen zu machen?

e Mit einer Uberschlagsrechnung sind die Einheiten,
die Grossenordnungen und die Vorzeichen zu be-
stimmen.

e Sind die verwendeten Messinstrumente in ihrer Fi-
chung (noch) zuverlassig?

2.6 Statistische Fehler

Die Forderung nach Reproduzierbarkeit ist nie streng erfiillt. Auch wenn syste-
matische Fehler ausgeschlossen werden konnen oder wenn sie bekannt sind, ver-
bleiben zufillige, statistische Fehler. Diese haben ihre Ursache zum Beispiel in

e Physik des Phdnomens (Radioaktivitét)

e Rauschen des Messsignals
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2.6 Statistische Fehler 11

e Unkontrollierbare kleine Schwankungen des gemessenen Signals.

Die statistischen Fehler unterliegen, wie ihr Name sagt, den Gesetzen der
Stochastik. Im folgenden wollen wir diese Fehler ndher untersuchen.

(©1998-2004 University of Ulm, Othmar Marti
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Kapitel 3

Statistische Fehler

Wenn eine Messung nur einmal durchgefiihrt wird, so kann man iiber die Zu-
verlassigkeit keine Angaben machen. Es ist deshalb unumggnglich, Messungen zu
wiederholen.

3.1 Stichproben

Die erhaltenen Messresultate sind eine Stichprobe aus der Menge aller moglichen
Messresultate. Jede Stichprobe hat eine gewisse, noch zu berechnende Wahr-
scheinlichkeit, dass sie die Grundgesamtheit représentiert. Stichproben werden
iiblicherweise als Histogramme dargestellt. Die gemessenen Daten z werden in
Klassen mit

T — Ar; < x < x4 (3.1)

eingeteilt.

14 -
12

Ai

2,52 2,54 2,56 2,58 2,6 2,62 2,64

Messwerte

Histogramm von Messwerten.
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14 Statistische Fehler

3.2 Mittelwerte

Aus diesem Histogramm kann man den Mittelwert
n

Z A

i=1

A;

(3.2)

(r) =7 =

-

Il
i

()

berechnen. Hier sind die A; die Haufigkeiten der in eine bestimmte Klasse fal-
lenden Messwerte. In unserem Falle (Siehe Abbildung 3.1) ist dies 2.583030303.
Man kann diese Gleichung umschreiben, indem man die relativen Haufigkeiten

(3.3)

a; =

verwendet. Der Mittelwert ist dann
(@) =2 =) (3.4)
i=1

Der so gefundene Mittelwert ist im allgemeinen nicht mit dem wahren Wert der
Messgrosse identisch.

Wenn wir die Klassenbreite verringern und gleichzeitig die Anzahl Messpunkte
erhohen, so erhélt man die differentielle Verteilungsfunktion f(x) der zugrunde
liegenden Gesamtheit. Diese Funktion f(z) ist normiert, da wir die relativen
Héufigkeiten zu ihrer Ableitung verwendet hatten.

1= /f(x)d:r (3.5)

Wir miissen unterscheiden zwischen den aus den experimentellen Daten empirisch
gefundenen Verteilungsfunktionen und den durch theoretische Modelle berechne-
ten Verteilungen. Eine wichtige Aufgabe einer Datenanalyse kann sein, zu zeigen,
dass eine empirische Verteilungsfunktion mit einer theoretisch gefundenen ver-
tréaglich ist.

3.3 Varianzen und Standardabweichungen

Eine Verteilungsfunktion ist nicht nur durch ihren Mittelwert, sondern auch durch
die Lage-und Dispersionsgrossen gegeben. Wir haben gesehen, dass der arithmeti-
sche Mittelwerte(Mittelwerteoben) eine solche Grosse ist. Die Lagegrossen miissen
die folgenden Postulate erfiillen:

(©1998-2004 University of Ulm, Othmar Marti



3.3 Varianzen und Standardabweichungen 15

e Die Schétzung soll im Falle einer unendlich grossen Stichprobe den Wert
der Grundgesamtheit annehmen.

e Die beste Schiatzung ist die mit der kleinsten Streuung, d.h. mit der klein-
sten Fehlerabweichung.

Als Lagegrossen kommen in Frage:

e Der arithmetische Mittelwerte(Definition des Mittelwertes siehe Abschnitt
3.2) = 2.583030303

e Das geometrische Mittel

G(z) = | [ ] i = 2.58292652 (3.6)
i=1
wobei A = > A; ist.
e Das reziproke Mittel
1 1~ A
= -y = 3.7
R(z) a ; x; (3.7)

R(xz) = 2.58282275
wobei wieder A =) A; ist.

e Der Median ist der Wert, bei dem gleich viele Werte links und rechts davon
liegen. Hier ist M (z) = 2.58

Der Median ist besonders dann zu verwenden, wenn die Stichprobe eine grosse
Streuung aufweist. Wenn aus anderen Daten bekannt ist, dass nicht alle Messwer-
te die gleiche Giite haben, kann man die A; auch als Gewicht benutzen. Hier
hatten wir die Anzahl Messwerte pro Klasse als Giite des Messwertes genommen.

Es ist einsichtig, dass man zusétzlich versucht, die Breite einer Verteilung zu
charakterisieren. Diese Grossen heissen Dispersionsgrossen. Man verwendet:

e Den durchschnittlichen Fehler:

1 < _
d= ; A |Z — x;] = 0.01737374 (3.8)
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16 Statistische Fehler

e Die Varianz:

1 n
0% = vl Zl A; (z; — 7)* = 0.00020761 (3.9)
Wenn man die Varianz beziiglich eines anderen Wertes B bildet, so gilt mit
1 n
2 _ 2
*(B) = Z A; (x — B) (3.10)

die Gleichung
o*(B) = o*(Z) + (B — 7)° (3.11)

Da dies alles positiv definite Grossen sind, ist die Varianz minimal, wenn
sie beziiglich des arithmetischen Mittelwertes  berechnet wird.

Wenn wir eine kontinuierliche Verteilung f(z) haben und p(x) die Gewichts-
funktion ist, gilt:

e Arithmetischer Mittelwert:

(3.12)

e Varianz:

(3.13)

e allgemein gilt: Der mit der Verteilungsfunktion f(x) und Gewichtsfunktion
p(z) bewertete Mittelwert der Funktion h(z) ist

— J22 h(@) - p(x) - fx)da

h(z) = (h(x)) = 3.14
R .

e Die Varianz der Funktion h(z) ist
OO e L o 0 ) 0 R L

J23 o) - f(x)de
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3.4 Mittlerer Fehler und Varianz 17

Shepard gibt an, dass ein besserer Wert fiir die Varianz erhalten wird bei in
Klassen eingeteilten Messgrossen, wenn man die folgende Formel verwendet.

o2 = %ZAZ» ( — (@)’ — % (3.16)

wobei h die Klassenbreite ist. In unserem Falle wire o2 ~ 0.00017428 .

3.4 Mittlerer Fehler und Varianz

Da der Mittelwert der Grundgesamtheit, u, im allgemeinen nicht bekannt ist,
wird die berechnete Varianz nicht die Varianz der Grundgesamtheit sein. Wir
versuchen nun den besten Schétzwert fiir die Varianz zu berechnen. Nehmen wir
an, wir wiirden g kennen. Dann gilt

1 1<
5= =S A )t = YA (- —w)? 1
o 12 i (1 — 1) 12 (i —m+m—p) (3.17)

wobei m = (z) = & Y1 | A;x; der Mittelwert der gemessenen z; ist.
Im folgenden setzen wir alle A = [ und ¢ = 0. Dann ist A = n. Durch
Ausmultiplizieren erhalten wir

n n

o= S S n 4 2 Y (= m) (- ) (319)

=1 i
n n

RS s 1 . 2m
= n;(x m)—l—ni:lm—%n;(a: m)

1 n
n =1

mit m = (z) £ 3" x; erhélt man

5° = % > (@i —m)*+ (% Z(@) = ((& = (2))*) + (2)° (3.19)

Mit
1 [ g - 11 1 52
o
=1 i=1 i=1 i=1
oy
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18 Statistische Fehler

wird
9 1

ol

T < (3.21)

i=1
Die Grosse s ist der mittlere Fehler einer Einzelmessung. Der Ubergang
von n nach n — 1 ist zu Verstehen als der Verlust eines Freiheitsgrades. Da wir
den Mittelwert der Grundgesamtheit p nicht kennen, muss die Stichprobe zur
Bestimmung von m herhalten. Dies ergibt eine neue Beziehung zwischen den

Datensétzen, reduziert alsodie Anzahl Freiheitsgrade.

3.5 Mittlerer Fehler des Mittelwertes

Bei verschiedenen Stichproben schwanken der Mittelwert und die Varianz. Wenn
wir fiir die Berechnung des Mittelwertes die Schreibweise

1 n
(y) = - Z Yi (3.22)
i=1
verwenden, und fiir den Erwartungswert
E(g () =) plx:)g(x:) (3.23)
i=1

verwenden, wobei Y1, p(z;) = 1 sein soll, dann gilt bei gleicher Grundgesamtheit
fiir alle z;, dass sie den Erwartungswert E(z;) = p und E((z; — p)?) = o2 ist.
Wenn wir den Mittelwert der Messwerte, m einsetzen,
erhalten wir auch E(m) = p. Fiir die Varianz gilt auch

r 2
1 n
2 = [F|- i — 3.24
o n;ﬂf " (3.24)
:1 . )
= F EZ(L—M)]
L =1

_ %ZE[(:@—N)QH% > El(a—p) (z;— p)]
2

Wenn die Messdaten statistisch unabhéngig sind, so ist der zweite Term

# Z E(x; — ) (x; — p)] = 0 und wir erhalten

i=1

j=1

i+
o2 :inE [(:z:-—,u)z} 20—2 (3.25)
mo 2 ‘ n '
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3.6 Momente der Verteilung 19

der mittlere Fehler s, des Mittelwertes ist also um den Faktor y/n kleiner als der
mittlere Fehler der Einzelmessung

Sm = —= (3.26)

Daraus lernt man, dass, um ein Resultat doppelt so genau
zu erhalten, viermal mehr Messungen durchgefiihrt werden|

miissen.

3.6 Momente der Verteilung

Das k-te Moment einer Verteilung ist definiert durch den Erwartungswert
p(e.B) = B |(x — B)'| (3.27)
Wenn wir B = 0 setzen, so erhalten wir

po = E@) ={) =1 (3.28)
py =0%0) = (z%) =2

Bei den hoheren Momenten benutzt man eine Normierung, damit diese dimensi-
onslos werden.
Gebréuchlich ausser dem Mittelwert und der Varianz sind:

e Die Schiefe (skewness):
_ M3

o3

Wenn die Schiefe positiv ist, heisst das, dass grossere Abweichungen auf der
positiven Seite liegen. Symmetrische Verteilungen haben die Schiefe v; = 0.

e Die Uberhshung (peakedness):

vy =

(3.30)

Die Grosse v2 — 3 heisst Exzess, da sie die Abweichung von der Gaussver-
teilung angibt.
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Kapitel 4

Robuste numerische Berechnung
von Mittelwerten und Varianzen

Was ist zu tun bei der Berechnung der Varianz und der héheren Momente, wenn
neue Messwerte hinzukommen?

e Man berechnet vom Mittelwert ausgehend jede Kenngrosse iiber alle
Messwerte neu. Dies ist zeitaufwendig, und der Aufwand steigt, je grosser
das betrachtete Ensemble ist.

e Man rechnet die relevanten Gleichungen so um, dass immer nur Summen der
Messwerte, Summen der Quadrate der Messwerte, usw, nie aber wie bei der
Varianz Summen von Quadraten von Differenzen zwischen Messwerten und
Mittelwerten vorkommen. Im letzten Falle tritt numerische Ausléschung
ein.

e Man verwendet Rekursionsformeln

Wir betrachten die Varianz fiir n Messwerte als Beispiel.
o 1y 2
=23 (i {a) (11)
i=1
Wir formen um

2= 23— @) (42)

1 & 1 & 1 &
- E;xijEZ(xf—Zﬁ;xZ(x)

=1
RS 5 1 — 1 &
— E;xfju@c) 5;1_%@5;%
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22 Robuste numerische Berechnung von Mittelwerten und Varianzen

= 2> -2 )
= 2y a )=

2
] — 1 [<&

Bei dieser Formel kann, wenn ein Messwert hinzugefiigt wird, einfach die beiden
Summen erhoht und dann neu gerechnet werden. Das Problem ist, dass die Beiden
Summanden sehr gross werden, dass also numerische Ausléschung eintritt.

3N

4.1 Rekursionsformel fiir Mittelwerte

Die Berechnung von Mittelwerten von gleichgewichteten Messwerten
(xy=2=-=) m (4.3)

ist unkritisch, da im Normalfall keine grossen Summanden voneinander subtra-
hiert werden. Die Rekursionsformel lautet

—1 1
my, = r Mp_1 + —Tp, (4.4)
n

wobel hier
1 n
= — E ; 4.5
" N ' (45)

der Mittelwert der ersten n Messwerte ist.
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Kapitel 5

Verteilungen

Es gibt einige Modellverteilungen, die in der Physik sehr gebréuchlich sind. Dies
sind die Binominalverteilung, die bei Wiirfelexperimenten oder wiirfelartigen Ex-
perimenten zugrunde liegt, die Poisson-Verteilung und, im Grenzfall sehr grosser
Grundgesamtheiten, die Normalverteilung.

5.1 Binominalverteilung

Die Binominalverteilung beschreibt Experimente, bei denen in jedem einzelnen
Experiment mit der Wahrscheinlichkeit p ein Ereignis eintritt und mit der Wahr-
scheinlichkeit ¢ = [ — p ein zweites Ereignis eintritt (oder das erste nicht eintritt).
Zum Beispiel geniigt ein Wiirfelspiel diesen Gesetzen. Die Wahrscheinlichkeit,
dass k-mal das erste und n — k mal das zweite Ereignis innerhalb von insgesamt
n Ereignissen eintritt ist

P =pF (1 —p)nF (5.1)

Wenn die Reihenfolge dieser Ereignisse irrelevant ist, dann hat man die Binomi-
nalverteilung

B (kn,p) = ( . )pkq”’“ = ( L >pk(1 —p)"" (5.2)

Die Verteilung ist normiert, da gilt

Z B(k,n.,p) = Z < Z ) Pd" M =(p+q" =1 (5.3)

k=0

Der Mittelwert ist

n

(k) = > k-B(knp) (5.4)

k=0
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_ n! k _(n—1—Fk+1)
- Z(k Ditn—1—k+ 1

B n! el (k1
BRI T )
& (n—1)! 1) (n—1)—
D (e ) L
(n—1 1) (ne1)—
= p-n- Z n—l)) (k—l))!p(k )g=
= p-n- Z(”—l) 1) =D~ (k=1)

= np

Die Varianz schliesslich berechnet sich zu

o’ = Zk:2B(k:,n,p)—<k>2
k=0
- Zk?(z)pkq“—w

= Zk2k,( 'k>,pq — (k)’
n !

= =D+ R e (R

k=0

n!
— k n—k
= Zk<k )k'( P +Zkk| lpq

_ Zk:(k: D F ST BBk — (R

k=0
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n

= nln =10 _(g)!_(s)i P (k) — (k)

k=0
n(n — 1)p* + np — n?p?
n?p* — np* + np — n*p?
np(1 —p) = npq (5.6)
Die weiteren Momente sind (ohne Rechnung)

o 1=2p 1-2p

v = 5.7
1 . 5 (5.7)
und 1—6pg 1-6
Ny — 3 = 2pq: i (5.8)
o npq
Fiir die Binominalverteilung existiert eine Rekursionsformel:
B(k —k+1

B(k - 17n7p) k q

Zum Abschluss noch eine kurze Bemerkung: jede, auch asymmetrische Binomi-
nalverteilung geht fiir festes p bei grossen n — oo in die Normalverteilung iiber.

5.2 Normalverteilung

Die Normalverteilung kann als Grenzfall der Binominalverteilung angesehen wer-
den, wenn die Anzahl Versuche gegen unendlich geht und p = ¢ = 0.5 ist. Die
Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten einer Abweichung ist

E(A) = E(x — p) = %E(?N k) - %E(kz) = E(n—k) (5.10)

wobei k£ negative und 2N — k positive Abweichungen auftreten. Wir kénnen die
Binominalverteilung verwenden:

B (k;,zN, %) = < Ql]j ) 92N (5.11)

Wir berechnen den Mittelwert. Mit (k) = 2Np = N wird
(Ay=FE(N—(k)y=0 (5.12)

oder
(x) = (5.13)
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Die Varianz wird dann

N
oa = (A%) = ((E(N —k))*) = E” (3) (5.14)
Fiir grosse N ist es sinnvoll, die Verteilung auf die Varianz [ zu standardisieren
A 2
ty = —(N —2)4/—= 5.15
b UA( NN (5.15)

Diese standardisierte Variable t;, hat den Mittelwert 0 und die Varianz 1. Ver-
wenden nun Histogramme, und skalieren die Achse mit /2/N erhalten wir

2 1 2N on [N
=1/—= -] = — 1
G(tr) NB (k, 2N, 2> ( I >2 5 (5.16)
Mit der Stirlingschen Formel
nl~n"e "V2mn (5.17)
wird JE o
2N)! - /N -2~ 1
lim G(0) = (2N) = (5.18)
N=k—oo (N')Q . \/§ \/§7T
Mit Hilfe der Rekursionsformel kann gezeigt werden, dass
B(kn,p) —Bk—1np) n—k+ lp . G(ty) — G(tr—1)  AG (5.19)
B(k —1,n,p) a ko q N G(tr-1) -G '
Fiir p=q¢=1/2 wird
A 2(N —k)+1
G (V= k) + (5.20)
G N—(N—k)
AG 1 N 243 ttl

. AG 1 dG 1 d

Daraus folgt

G(t) = Ae™ % (5.22)
Mit einer Normierung erhélt man die standardisierte Gaussverteilung
1 2
G(t) = NGT: e 2 (5.23)
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oder die allgemeine Gaussverteilung

1 r?
e (5.24)

G(x,0u) =

o\ 2T

Die Gaussverteilung ist symmetrisch beziiglich des Mittelwertes p, also sind alle
ungradzahligen Momente den Wert 0. Die gradzahligen Momente haben den Wert

poy =1-3-5-...-(2v —1)0% (5.25)

Damit wird zum Beispiel die Uberhshung v, = 3.

Viele Experimente ergeben eine gaussformige Verteilung der Messwerte um
einen Mittelwert. Zur Abschéitzung von Fehlergrenzen kann das Integral der
Gaussverteilung, die Fehlerfunktion verwendet werden.

2 / t2
er(2) = —— / e dt (5.26)

Fiir den speziellen Wert z = =F = 2 = 1 wird erf(/) = 0.683. Das heisst: bei
normalverteilten statistischen Abweichungen ist die Wahrscheinlichkeit = 68.3%,
dass eine Messung einen Fehler innerhalb +o liefert.

5.3 Poisson-Verteilung

Bei radioaktiven Atomen ist die Anzahl in einer bestimmten Zeit zerfallender
Kerne proportional zur Gesamtzahl der Kerne. Es gilt also

dn
— == 5.27
o n (5.27)
Daraus folgt das Zerfallsgesetz
n(t) = nge (5.28)

Anstelle der Zerfallskonstante wird meistens die Halbwertszeit T}/, = In2 /A an-
gegeben. Unter den folgenden Annahmen kann man die dazugehorige Verteilungs-
funktion ableiten.

e Die Zahl der radioaktiven Kerne sei sehr hoch (Diese Forderung wird mei-
stens sehr gut erfiillt).

e Die Anzahl der Zerfille werde in jeweils konstanten Intervallen At be-
stimmt.

e Die Zerfallswahrscheinlichkeit nAAt sei in jedem Messintervall gleich, was
gleichbedeutend ist mit At < T 5.
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Viele Stosse ergeben nun eine Folge von Stosszeiten (ki, ko, k3, ...). Wir
berechnen nun den Erwartungswert F(k) = p. Mit der Zerfallswahrscheinlichkeit
p (proportional zu A und At) wird

E(k) = (k) = p = np (5.29)
Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Zahl £ von Ereignissen im Messintervall At kann
aus der Binominalverteilung durch einen Grenziibergang nach unendlich (n —

oo, p — 0, ¢ — 1, np = p = const) berechnet werden. Wir verwenden die
Rekursionsformel fiir die Binominalverteilung

np (k—1)p

B(k =B(k—-1 —_ - 5.30
(ko) = Bk~ 1) (2 - B (5.30

Daraus entsteht die Rekursionsformel fiir die Poisson-Verteilung

k

Mit der Normierungsbedingung » ">, P(k,u) = 1 bekommt man

P(k,u) =Y P(k= Op)y =Pk =0p) ) S7=Plk=0pue =1 (532)
k=0 k=0

Und daraus die Poisson-Verteilung

Plkp) = %e‘“ (5.33)
Die Poisson-Verteilung hat die folgenden Eigenschaften (erhalten aus dem Ver-

gleich mit der Binominalverteilung):

o Mittelwert
(k) = B(k) =np = p (5.34)

e Varianz
o? =npq = p (5.35)

(da np konstant ist und ¢ gegen [ geht!)

Die Poisson-Verteilung ist normiert.

Die Poisson-Verteilung hat nur einen Parameter, ndmlich den Mittelwert

Der relative mittlere Fehler ist

o 1

o (5.36)
TN/
Die Poisson-Verteilung findet man immer dann, wenn ein sehr unwahrscheinliches
Ereignis bei einer grossen Zahl Versuchen betrachtet wird. Neben Atomkernen
sind auch die Ankunftszeiten von Photonen und Elektronen bei sehr geringem
Fluss Poisson-verteilt.
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5.4 Lorentz-Verteilung

Die Lorentz-Verteilung tritt in optischen Spektren auf. Sie ist da die universelle
Verteilungsfunktion. Sie wird in allgemeiner Form so geschrieben:

ol

L(z,p.I') =

(5.37)

3 |

+(5)

Die Lorentz-Verteilung besitzt die folgenden Eigenschaften:

(x — p)

e Sie ist zu 1 normiert.

e Der Maximalwert ist 2/7" bei x = p

Sie ist symmetrisch, alle ungeraden Momente sind also null.

Die hoheren geraden Momente, insbesondere die Varianz, sind nicht defi-
niert, da die entsprechenden Integrale divergieren.

e Die charakteristische Dispersionsgrosse ist die Halbwertsbreite I'.
r 1
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Kapitel 6

Statistische Tests

Die in physikalischen Experimenten erhaltenen Daten stellen Stichproben aus
einer Grundgesamtheit dar. Wir miissen nun die folgenden Fragen losen:

e Stammen zwei Messreihen (Stichproben) aus der gleichen, unbekannten
Grundgesamtheit?

e Passt eine Messreihe zu fritheren, ausgedehnten Stichproben (Hat die Probe
sich veréndert?)

e Passt eine Stichprobe zu einer Modellverteilung oder Hypothese?

Ein einfacher Test kann anhand der Standardabweichungen durchgefiihrt werden.
So soll untersucht werden, ob bei einer Gesamtwurfzahl von 315672 die Zahl
von 106602 Wiirfen der Zahlen 5 oder 6 zur Annahme eines homogenen Wiirfels
(p = 1/3) passt. Im Versuch ist die relative Haufigkeit 0.3377 = 106602/315672.
Weiter ist die Standardabweichung des Mittelwertes

Sm = V52 = M — 0.00084 (6.1)

Man erwartet fiir einen homogenen Wiirfel (u = 105224) die Standardabweichung

Om = /Npq = 265 (6.2)

Die beobachtete Abweichung ist jedoch 1378, also 5.2 mal grosser als o,,. Damit
diirfte der Wiirfel mit ziemlicher Sicherheit nicht homogen sein. Dieser einfache
Test kann gut zu einer ersten Abschéitzung der Giite einer Messung dienen.

Ein weiterer einfacher Test benutzt den Vergleich der hoheren Momente. Fiir
diesen Dispersionsindex gilt

> (0  fiir die Binominal- oder die Poissonverteilung
(371 — 27 +6) . <0 fiir stark iiberhohte Verteilungen
=0 fiir die Normalverteilung
(6.3)
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6.1 t-Test

Der t-Test gibt eine Angabe iiber die Konsistenz zweier Mittelwerte. Er erlaubt
eine Aussage, ob eine eigene Messung mit der eines &ndern (aber auch eine frithere
eigene Messung) konsistent ist. Damit kann getestet werden, ob eine Apparatur
sich mit der Zeit verdndert.

Man konnte zur Annahme gelangen, dass wenn zwei Mittelwerte (x;) und
(x9) sich um weniger als eine Standardabweichung unterscheiden, dass sie dann
zu einer identischen Grundgesamtheit gehoren. Diese Beurteilung ist willkiirlich.

Besser ist es, den erwarteten Fehler der Differenz y = (1) — (22) zu berechnen.
Mit Hilfe des Fehlerfortpflanzungsgesetzes (siehe auch Kapitel 7) ergibt sich

n1 n9
> (w1 = (21)" + 3 (w25 — {w2)” -
2 ) 2 o =1 j=1 1 9
S((w1)—(a2)) = STm T Som = e 2 S (6.4)

dabei sind(z;) und(z;) die Mittelwerte zweier Messreihen, ny und ny die An-
zahl Messungen mit den Fehlern s; und s,. Fiir 57, setzt man am besten s3,/n4
ein, wobei die Varianz durch das Zusammenlegen aller Messreihen berechnet wur-
de. Ebenso ersetzt man s3,, mit s3,/ns.

Fiir die t-Verteilung und den t-Test betrachtet man normalverteilte Zufalls-
variablen y. Sind solche nicht vorhanden, dann muss mit Mittelwerten von Stich-
proben gerechnet werden. Wir berechnen den Mittelwert m,, aus der Stichprobe y
und die Standardabweichung s, die auf v Freiheitsgeraden beruht. Die ¢-Grosse
ist dann

p=Y _S My (6.5)
Y
Die t-Variable gehorcht der Studentschen ¢-Verteilungsfunktion
r (%)
M T E -8 "
2 v?
Diese Verteilungsfunktion besitzt die Kenngrossen
p =0 (6.7)
o2 = 2
V42
o= 0
6
= 3
V2 + S

Fir n — oo geht die Verteilung in die Normalverteilung iiber. Die integrale
Verteilungsfunktion lautet

T(ty) = /t o(rwv)dr + +/Oogb(7',y)d7' =2 +/Oo(b(7',y)d7' (6.8)
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Sie ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei Abwesenheit systematischer Fehler t-Werte
auftreten, die ausserhalb des Konfidenzbereiches £t liegen. Die Funktion T'(t,v)
findet man in Tabellen. Fiir sehr umfangreiche Stichproben geht die ¢-Verteilung
in die Normalverteilung tiber. Fiir die (0,1) [d.h. Mittelwert 0, Varianz 1] verteilte
Testgrosse bekommt man

g do) = {e2) (6.9)
S((z1)—(x2))

Wenn der Test erfiillt ist, dann sind die beiden Stichproben aus der gleichen
Grundgesamtheit.

6.1.1 Beispiel

Zwei Mittelwerte mit ny = 9 und ny = 7 ergeben einen ¢-Wert von 1.74. Es gibt
insgesamt v = ny +ny — 2 = 9+ 7 — 2 = 14 Freiheitsgrade. Man findet T'(¢,v) =
T(1.74,14) = 0.1 (Die entsprechende Excel-Funktion =TVERT(1,74;14;2) lie-
fert den Wert 0.103784377) Die Interpretation sagt nun, dass

e Nur in 10% aller Stichproben tritt eine Abweichung > 10% auf

e Der Test wird von den beiden Messreihen erfiillt mit einer Signifikanz-
Grenze von 10%, d.h. systematische Abweichungen sind wenig wahrschein-
lich

e Die Mittelwerte miissen als konsistent angesehen werden.

Ublicherweise verwendet man Vertrauensgrenzen (Signifikanz-Grenzen) von 5%
und 1%. Nur wenn der t-Test eine Wahrscheinlichkeit kleiner als diese Werte
ergibt, nimmt man ein Fehlen der Konsistenz an. Grossere Signifikanz-Grenzen
(z.B. 40%) bedeuten, dass man sehr oft die Hypothese der Gleichheit der Mittel-
werte (oder der Konsistenz der Mittelwerte) verwerfen muss, obwohl die beiden
Messreihen aus der gleichen Grundgesamtheit stammen. Mit sehr kleinen Signi-
fikanzgrenzen lauft man Gefahr, Gleichheit anzunehmen, obwohl sie nicht da ist.

6.2 F-Test

Der F-Test ist ein zum t-Test analoger Test, der die Konsistenz von Varianzen
priift.

F wobei  s1 > s9 (6.10)

Il
VA |CIJ
PO [ = b

Die Verteilungsfunktion enthélt die beiden Freiheitsgrade vy = n; — 1 und vy =
ny—1. In Tabellen werden die Werte fiir 5% und 1% Signifikanzgrenzen angegeben.
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6.3 Chi-Quadrat-Test (y*-Test)

Beim y2-Test liefert ein allgemeines Kriterium fiir die Ubereinstimmung der
Grundgesamtheit mit der Stichprobe. Der y2-Test taugt fiir jede Verteilungs-
funktion, ist also modellfrei. Das Vorgehen ist folgendermassen:

1.

Man ordnet die Messwerte in Klassen, so dass in jede Klasse mindestens 5
Werte fallen. Die Anzahl Beobachtungen sei f,,

. Es sollen mindestens M > 6 Klassen vorhanden sein.

Aus der Hypothese, der Verteilungsfunktion, die man testen mochte, be-
rechnet man die erwartete Haufigkeit f;;, fiir jede Klasse, das heisst, man
berechnet aus der Klassenbreite, dem Klassenmittelwert und der Dichte der
Verteilungsfunktion die erwartete Haufigkeit fi.

Normierung:
M
> fnj=N (6.11)
j=1
Die Grosse
M 2
2\ g = fea)
= e 6.12
=2 (642

ist ein integrales Mass fiir die statistischen Abweichungen der beobachteten
Héaufigkeiten.

Die Verteilungsfunktion lautet:

XV_Q . €_X2/2

Wh) =20 6.13
Die kennzeichnenden Grossen sind:
po o= v (6.14)
o’ =
\/§
o= -V
v
12
T2o= 3+ —

14

Die y2-Verteilungsfunktion ist verwandt mit der Poisson-Verteilung: sie geht fiir
grosse v in die Normalverteilung iiber. Wir rechnen nun die Wahrscheinlichkeit fiir
den y2-Wert aus der Probe aus. Der Test, ob die Stichprobe zur hypothetischen
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Grundgesamteit passt, gilt als bestanden, wenn die Wahrscheinlichkeit > 5% ist.
Fiir die Anzahl Freiheitsgrade gilt:

v = M — K = Anzahl Klassen — Anzahl Beschrankungen (6.15)

Solche Beschrankungen sind die Normierung von f;;, und die Mittelwertbildung.
Fiir den y2-Test ergibt sich demnach

e Normal Verteilung: v = M — 3
e Poisson-Verteilung: v = M — 2
e Modellverteilungen mit a priori-Annahmen {iber p und o: v = M — 1.

Wenn ich bei einer Stichprobe mit 8 Messwerten ausrechne, dass der Mittelwert
(xr) = 14.128768432 und die Standardabweichung s,, = 0.142676871234 ist, so
wére eine Resultatangabe von

(x) = 14.128768432 + 0.142676871234

vollkommen unsinnig. Ist der Fehler ndmlich normalverteilt, so erhélt man fiir
os/s ~ 25%. Also sind 4 Stellen fiir den Mittelwert und 2 fiir die Abweichung
angebracht:

(r) =14.12£0.14
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Kapitel 7

Fehlerfortpflanzung

Im allgemeinen besteht ein Resultat eines physikalischen Experimentes nicht aus
einer einzelnen Messgrosse. Wir kénnen also die oben abgeleiteten Verfahren nicht
unbesehen auf beliebige experimentelle Resultate ausdehnen. Wie wirken sich also
die Einzelfehler auf die Gesamtheit aus?

Als Beispiel soll die Bestimmung einer Gitterkonstanten a nach der Debye-
Scherrer-Methode besprochen werden. Rontgenstrahlen mit der Wellenkldnge A
fallen auf eine grossere Anzahl kleiner Kristallite mit den Miller’'sehen Indizes
h,k,l. Fir den Glanzwinkel gilt:

A
i = —Vh2+ k> + 2 1
sin © oy V2 R+ (7.1)

oder

AN/ C (7.2)

T osme
Es treten dabei die folgenden Fehler auf:

(a). Die Wellenlédnge A ist nur auf +s, bestimmt.

(b). Der Wert fiir die Wellenlédnge stammt aus einem alten Tabellenwerk, ist
also nicht mehr korrekt.

(c). Die Korrektur fiir die Adsorption der Probe wird vernachléssigt.

(d). Der Winkel©}, ;,; wird n-mal gemessen: der Mittelwert sei (0}, ;) und der
mittlere Fehler sei sg, , ;-

(a), (b) und (c) sind systematische Fehler. Bei (b) und (c¢) lassen sich Vorzei-
chen und Grosse des Fehlers bestimmen. Bei (a) ist der Fehler fiir unsere Messung
ein systematischer, beruht aber urspriinglich auf der Bestimmung eines zufélli-
gen Fehlers, so dass +s, zur Abschitzung des systematischen Fehlers verwendet
werden kann.
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7.1 Systematische Fehler

Die direkt gemessenen Grossen ai, as, as, ...a, seien mit den systematischen
Fehlern hq, ho, hsz, ...hy verfilscht. Gesucht ist die wahre Grosse A, die eine
Funktion der N gemessenen Werte ist. Wir haben aber die verfilschte Grosse Ay
bestimmt. Fiir sie gilt, nach einer Taylor-Entwicklung

Alay + hi,a—2+ hy,....axy + hy,) = Alay,az,as,...,a,)+ (7.3)

N

1 0A

12 () e
k=1
N N

1 0A 0A

= V(L R

2!;;(8@;) (8@5) i+ e

wobei bei allen Ableitungen wie iiblich alle Variablen, ausser der, nach der abge-
leitet wird, konstant zu halten sind.

Da in aller Regel die Fehler klein gegen die gemessenen Werte sind, darf mit
der linearen Ndherung gerechnet werden. Also lautet das Fehlerfortpflanzungsge-
setz fiir systematische Fehler

AA = A(ay + hi,a—2+ hy,...,any + hy) — Alay,az,as, .. .,a,)  (7.4)

Beim Ubergang zu den relativen Fehlern erhélt man:

AdA L1 94

7.1.1 Rechenregeln

Summe oder Differenz: Wenn A = a-a;+-as ist, dann ist AA = a-hy+5-ho

Produkte: Fiir A = «a-aq - ay ergibt sich AA = «a-ay-hy + a-aq - hy. Einfacher

ist die Gleichung mit den relativen Fehlern: % = % + 2

Beliebige Potenzen: Bei beliebigen Potenzen gilt fiir A = «-af - ad dass der re-
lative Fehler % =Dp- %+q- Z—; ist. (Dies erhélt man mit der logarithmischen
Ableitung)

hh g he

P
Quotienten: Fir A = aZ—é ergibt sich: % =p-t—q 2
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Beim Beispiel in der Einleitung erhélt man fiir die Auswirkung der A\-Fehler:
Aa A
A
und fiir den Fehler der Gitterkonstante

ANWRZ L2
Aa = +2 R cos© - AO
2sin“ ©

oder
ad

A
Daraus schliesst man, dass bei 90° (Fall der Riickstreuung) der Fehler minimal
ist. Hier ist ein Beispiel, das zeigt, dass mit einer geschickten Wahl der experi-
mentellen Anordnung der Messfehler minimal gemacht werden kann.

= —cot® - AO

7.2 Statistische Fehler

7.2.1 Unabhingigkeit von der Reihenfolge der Auswer-
tung

Wir nehmen wieder an, dass die gesuchte Grosse A aus den direkt gemessenen

Grossen aq, as, as, ...a, bestimmt sei. Diese seien mit zufélligen Fehlern be-

haftet. Wenn a; m-mal gemessen wurde, so bezeichnen wir die j-te Messung der
k-ten Grosse mit ay;. Der Mittelwert von ay ist

(ar) = % Z Ak (7.6)

und die Varianz

n

sik: ! Z(%j‘(%))zz ! ZGij (7.7)

n—1 n—1

J=1

wobel €; = ax; — (a) der Fehler von ay; beziiglich (ay) ist.
Es gibt nun zwei Wege, wie wir von den gemessenen Grossen auf
das Endresultat kommen kénnen. Sind die beiden Wege dquivalent?
Wir kénnen zuerst jede einzelne Messung mitteln, und dann in unsere Funk-
tion fiir das Endresultat einsetzen.

Am:A(<al>7 <(I2>, <a3>7 SRR <an>)

Wir kénnen auch jeweils die j-te Wiederholung der Messung einsetzen und dann
mitteln.

1 & 1<
< > n ]Zl ’ n ]:1 (a/17‘77 a27]’ a3"]7 ) a11 )
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Nun lésst sich der Wert von A, durch eine Taylor-Entwicklung angeben.

Ay = A((ar), (as), lag), ..., (an) +Z( ) €y +
= Am+§:(g—i)~%+

Wenn der Betrag der Abweichungen von den Mittelwerten klein sind gegen den
Betrag der Mittelwerte, haben wir

:%]zn;Aj ZZ((M) rj

7=1 k=1

Wenn wir nun im 2. Glied die Reihenfolge der Summation vertauschen, dann

finden wir
> (5:) IS Z (24 0=

Also gilt:
_ %ZAJ- — A = A(la)), (as) ) (as) s ..., () (7.8)

Die obige Formel gilt ziemlich allgemein, z.B. auch wenn nicht alle Teilresul-
tate gleich hdufig gemessen wurden.

7.2.2 Gausssches Fehlerfortpflanzungsgesetz

Wir nehmen an, dass die Varianzen s; der gemittelten Messwerte a; bekannt
seien. Die Varianzen sind, nach der allgemeinen Definition,

2= 34— () (7.9)

n N 2 N
1 0A\? , DA\ [ 0A
-k @) b 2 @) ) e
’éim

n n

2
N Oap,) n—1 ) Oay oa,, n—1

lm =
L#m
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Wenn die Messungen der a; voneinander statistisch unabhéngig sind, dann
summieren sich alle Kreuzprodukte zu 0. Also lautet das Gausssche Fehler-
fortpflanzungsgesetz

N 2
A
$4 = E (a_ak> s, (7.10)
k=1

Teilen wir beide Seiten mit n, erhdlt man das Fehlerfortpflanzungsgesetz fiir die
mittleren Fehler der Mittelwerte, die in der Praxis am meisten angewandte Form.

N 2
0A
S%A) = E (a—ak> 8?ak> (711)

k=1

7.2.3 Statistische Unabhingigkeit

Wenn die Messwerte a;, statistisch unabhéngig sind, dann treten in

n
D €tj€m;
j=1
n—1
positive und negative Zeichen mit gleicher Haufigkeit auf. Wenn diese Summe

null ist, nennt man die beiden Messgrossen a; und a,, statistisch unabhéngig.
Dies wird mit dem Begriff der Kovarianz beschrieben

Kov(z,y) = E{(x — E(x)) (y — E(y))} (7.12)

wobei der Operator E den Erwartungswert berechnet. Wieder gilt, dass wenn
die Grossen z und y voneinander statistisch unabhéngig sind, dass die Produkte
in der Summe fiir den Erwartungswert mit gleicher Haufigkeit beide Vorzeichen
annehmen.

Wenn wir eine vollstdndige Korrelation haben, also €;; = ne/; ist, dann gilt
Kov(e,nex) = E {ex - next =n- E{e} = nVar(ey) = noy (7.13)

Die Kovarianz geht also im Falle einer vollsténdigen Korrelation in die Varianz
iiber.
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Das Gausssche Fehlerfortpflanzungsgesetz darf nicht
angewandt werden, wenn Korrelationen existieren (angezeigt]
durch die Kovarianz)

e Physikalische Korrelationen: zum Beispiel wenn gleich-
zeitig Strom und Spannung gemessen werden.

e Algebraische Korrelationen: Die Physikalischen Grund-
konstanten sind korreliert. Man muss in diesem Falle die|
Fehlermatrix berechnen (Siehe Grénicher|Grig81])

7.3 Angabe von zufilligen Fehlern

Da nach dem Gaussschen Fehlerfortpflanzungsgesetz positive und negative
Fehler gleich haufig vorkommen, muss der Fehler wie folgt angegeben werden:

<A> + S<A> (7.14)
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

Summen und Differenzen: Mit A = ay £ ay ist s% = 52 + 52,
n n
Lineare Funktionen: A =" c;a; ergibt s3 = Y s2.
i=1 i=1
Produkte: werden mit den relativen Fehlern berechnet. Aus A = a?" - a5 >
i} o 2 o) a )’
erhélt man fiir die Fehlerquadrate (SZA) =p? (Z—f) + p? (2—;) +...
Zusammengesetzte Ausdriicke Bei zusammengesetzten ausdriicken kann

man zuerst Teilvarianzen berechnen.

Fiir das Braggsche Gesetz ergibt sich

(SZA)Q = p] <2>2 + cot? O - 55

A
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7.3.1 Maximaler Fehler

Will man nicht so viel rechnen, dann verwendet man die zu der Fehlerfort-
pflanzung bei systematischen Fehlern verwendete Funktion, bildet aber von je-
dem Summanden den Betrag. Die Berechnung des maximalen Fehlers ist
schnell, ergibt aber in den meisten Fillen einen bis zu dreimal zu gros-
sen Fehler, eine Tatsache die sich in der Wirtschaft nicht rechnet!
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Kapitel 8

Ausgleichsrechnung ”Fitten”

Wenn bei einer Messung ein funktionaler Zusammenhang bestétigt werden sollte,
mochte man die gemessenen Daten an theoretische oder empirische funktionale
Zusammenhénge anpassen. Insbesondere wenn mehr Messdatensétze als freie Pa-
rameter existieren, muss eine Anpassung durchgefiihrt werden.

8.1 Graphische Verfahren

Ein graphischer Ausgleich, d.h. man legt die angepasste Kurve so iiber die Daten
zu legen, dass die Gerade die gemessenen Daten am besten anpasst. Dazu miissen
die Daten so dargestellt werden, dass ein linearer Zusammenhans zwischen den
Variablen existiert. Dies kann zum Beispiel bei einer Exponentialfunktion n(t) =
Ae Bt wie sie bei Zerfallsprozessen auftreten kann, durch logarithmieren und
Darstellen der Funktion In [n(t)] = In [a] — Bt geschehen.

Parktische Regeln fiir einen graphischen Ausgleich sind:

e Die mittleren Fehler der einzelnen Messpunkte einzeichnen (in beide Koor-
dinatenachsen)

e Durchsichtigen Massstab oder Faden verwenden.

e Endpunkte nicht {iberschéitzen, da sie nicht genauer, oft sogar schlechter
bekannt sind als die &ndern Punkte.

e Beispiel des Curie-Weiss Gesetzes: € = €, + % (€, ist die Hintergrund-
Suszeptibilitit, © die Curie- Weiss-Temperatur) wird in der Darstellung

1 1
e A

linear angepasst.
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46 Ausgleichsrechnung ” Fitten”

e Thermoemissionsgesetz: j, = CT%e("¢/*T) (¢ ist die Austrittsarbeit, C eine
Mengenkonstante) wird in der Darstellung

(f) w13

angepasst.

8.2 Numerische Verfahren

Wir betrachten nun zuerst den einfachen Fall einer linearen Beziehung zwischen
zwei Grossen. Bei einer Feder wéren dies die Auslenkung z, die angewandte Kraft
F und die Lage des Nullpunktes zy. Ohne Verlust der Allgemeinheit kann zg = 0
gesetzt werden. Folgende Annahmen kénnen nun gemacht werden:

1. Die Messung der Kraft F ist fehlerbehaftet
2. Die Messung der Position z ist fehlerbehaftet

3. Beide Messgrossen sind fehlerbehaftet.

8.2.1 Kraft F ist fehlerbehaftet

In diesem Falle konnen wir den Fehler fiir den i-ten Messpunkt wie folgt angeben:
Fi—k-zi=¢

Das Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate verlangt nun , dass

n

Z € = [€ €] = minimal (8.1)

i=1

ist. [€ €] ist eine Abkiirzung fiir die Summe. Also

% (Z ef) = E%‘ <Z (F; — kz;) ) = 22 —kz) (=2)) =0 (8.2)

Diese Gleichung kann umgeschrieben werden:

O—kz,z —ZFzz— —[F 2] (8.3)

oder
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47

8.2.2 Auslenkung z fehlerbehaftet.

Wir kénnen die Gleichung fiir den Zusammenhang zwischen der Auslenkung und

der Kraft auch so umschreiben, dass z unsicher ist. Dann gilt

Eine kurze Rechnung zeigt, dass in diesem Falle

[F F]
[F" 2]

L —
ist.

8.2.3 Auslenkung z und Kraft fehlerbehaftet

Wenn beide Messgrossen fehlerbehaftet sind, gilt:
A

Fi/k pO° } /
Q

(8.5)

Abstand von Messpunkt und Ausgleichsgerade, wenn beide Messwerte feh-

lerbehaftet sind. Hier ist k ein Schdtzwert fiir die Federkonstante.

Anhand der Zeichnung 8.2.3 findet man heraus, dass
F; :
?COSOé—F 0 = z;sin«

oder

: i
0 =zsino — ?cosoz
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Die Summe der Abstandsquadrate muss null sein, also muss

;:;52 = z”: (zisina— %Cosa

i=1

minimal sein. Also ist

0 — 9
5o 2
n 2
%Z (zisina— %cosa)
i=1

n

=1

n 2 F
2 2 : i )
Z; SanZCOSOé——SanZCOSOé—f—ZZ‘—SlH o —

k2 k

- F? F,
Z <(zf — ﬁ) sin 2o + 2z;— . oS 2a>

Also wird

tan2a = — -
F2
PO

i=1 i=1

2[2 %]

Nun ist aber

ZQ zisma—?cosa zicosaJr?sma

k' = tan a = tan

Die wahre Federkonstante ist dann

kwahr =k -k
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i 2
Z2;— COS a)

22 ((z ——) smacosoz—l—zli; (sm a—cos2a))

(8.11)

(8.12)

(8.13)
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wobei k der urspriingliche Schétzwert der Federkonstante war.

90 1 L

80
70

60 /
50 =

e F

w // —fkz
40 . ° .1 2 i
30 * . _///:’/ fkfz
7 .
20 o7 *
/ * * * ’0
10 \ .
Py *

Als Beispiel ist in dieser Figur eine mit Zufallszahlen simulierte Rech-
nung zu sehen.

In der Abbildung 8.2.3 bedeuten fkz die angepasste Kurve, wenn nur z feh-
lerbehaftet ist, fkf, die Anpassung, bei der I’ einen Fehler hat sowie fkfz die
Anpassung, bei der beide Grossen einen Fehler haben. Bei der letzten Kurve wur-
de die besprochene quadratische Anpassung durchgefithrt. Wichtig ist, dass dafiir
ein Schitzwert der Federkonstante k verwendet wurde.

8.2.4 Ausgleichsrechnung fiir allgemeine Beziehungen

Wir betrachten nun die allgemeine Beziehung
Zi = Z A]f (au,agi, e 7aNi) (814)
j=1

bei der die unbekannten Koeffizienten A; linear in den Gleichungen vorkommen.
Wir fordern wieder, dass

n n n 2
€ €] = Z € = Z {Z A, f (ari,a9, - . . an;) — zz} = Minimum (8.15)
i=1 i=1 j=m

ist. Die Gleichung kann auch in Matrixschreibweise geschrieben werden:

f1($117~-;$N1) fm($11,--~,$N1) Ay 21
: : : = : (8.16)

fl(xlny"-ran) fm(l‘lna---amNn) Am Zn
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Mit der Abkiirzung
Bij = fj (x1, .. ;xNi)

wird die Gleichung

Bll Blm Al 21
: = : (8.17)
Bnl Bnm Am Zn
oder .
BA=7z (8.18)
wobei
Bll Blm
B-= :
Bnl Bnm
Ay
A=|
A,
und
21
7=
Zn

ist. Die Losung dieses iiberbestimmten GleichungsSystems im Sinne der Minimie-
rung der Fehlerquadrate ist die Losung des m x m-Gleichungssystems

(B'B)A=B"z (8.19)
also )
A= (B'B) B'Z (8.20)
Bei allgemeinen funktionalen Abhéngigkeiten sucht man, mit welcher Methode
auch immer, Ndherungswerte fiir die unbekannten Parameter. Ist zum Beispiel

g; (A,b,C, e XYy %5, - - ) — Lz = €;

und Ay,By,Cy, ... Néherungswerte der Parameter, so kann eine Taylor-
Entwicklung durchgefiihrt werden.

9gi
0A

g; (A,B,C,) :g—i,O(AD,Bo,Co,...)+( ) (A—A0)+ (821)
Ao, Bo, Co, ...

99i

: — (99 — — —
Mit a; = <3_A)A0,BO,CO,...’ bz = <3B)A0,BO,CO,...’ ceey Ez = Lz — Gi,0 und f = A—Ao,

n =B — By ... ist die Gleichung wieder in linearisierter Form vorhanden.
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Die oben skizzierte Methode kann zur Losung beliebiger Anpassunmgsproble-
me in der Ndhe von Punkten verwendet werden, bei denen eine Linearisierung
moglich ist. Weiter Informationen kénnen im Buch von Zurmiihl | | gefunden
werden.

8.3 Verwenden von Excel zum Fitten

Die Anpassung von empirisch gefundenen oder theoretisch begriindeten funktio-
nalen Zusammenhdngen an gemessene Daten ist nicht in jedem Falle einfach.
Bei lineare Zusammenhéngen funktionieren die meisten Programme sehr gut. Bei
nichtlinearen Abhéngigkeiten, die insbesondere iiber mehrere Grossenordnungen
betrachtet werden miissen, sind meistens Probleme zu befiirchten.

Die Datenanpassung beruht auf den im obigen Kapitel angegebenen Verfah-
ren, unter Umstidnden auch auf wesentlich involvierteren Verfahren wie sie in den
Referenzen | ] und | | beschrieben werden. Im Internet finden Sie Tex-
te von E.D. Schmitter von der FH Osnabriick zur Rechnergestiitzen Analyse von
Daten HTML! oder Postscript? | ] und zur Nichtlinearen Regression mit
neuronalen Netzen HTML? oder Postscript? | .

In diesem Teil der Vorlesung sollen Sie mit den Moglichkeiten einer Tabellen-
kalkulation fiir diese Anpassungen vertraut gemacht werden. Natiirlich kénnen
auch andere Programmpakete, oft sogar besser, als Excel, das hier als Beispiel
genommen wird, verwendet werden. Excel ist jedoch unschlagbar, wenn es um
das Antasten an ein Anpassungsverfahren geht.

Als Beispiel verwende ich pV-Daten des Gases C'Os. Diese Daten wurden mit
einem sich im Aufbau befindlichen Experiment des Grundpraktikums gemessen.
Das Experiment lauft so ab, dass mit einer Mikrometerschraube das Probenvolu-
men, ausgehend von einem unbekannten Volumen V| verédndert wird. Eine weitere
Unbekannte ist die Molzahl n, da diese nur schlecht zu bestimmen ist.

Wir starten mit einem leeren Bildschirm.

thttp://www.we.fh-osnabrueck.de/fbwe/vorlesung /edv2 /skript4.html
Zhttp:/ /www.we.fh-osnabrueck.de/fbwe /vorlesung/edv2 /skript4.ps
3http:/ /www.we.fh-osnabrueck.de/fbwe/vorlesung/edv2/nn/nn.html
4http:/ /www.we.th-osnabrueck.de/fbwe/vorlesung/edv2/nn/nn.ps
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X Miciosoft Excel - APrechnung. xls

| patei Bearbeten Ansicht Efigen Format Extras Daten Fenster ? 81|
DEESRY LB v- - A€z £ 4% S 00 - )

| Aria 0 ¢ FREUIE==ZFE P %R EE . -D-A

Be j = V=\Vo -(5'3-})"1 53%e-7 m"3
AII_EII-‘WW‘HI'D;EIFIGIE‘

| 1 Rohdaten c02

2

' 3 | Gleichungen
| 4 [Volumen =" AEDA%ﬂ 5357 m'3

5 |Druck 100 mY = 150 bar =15 Mpa

6

[ 7]

[ 8 |

[ 9 |

10

"

(12|

13

14 .
15|

16

17

14 "4 [p M 75,6C (3) £ 75.6C (%) [SAC(2) pTabeler / [4]

Markieren Sie den Zielbereich, und driicken Sie dig | [ =]

In diesen Bildschirm tragen wir nun oben den Titel ein

Es ist eine gute Praxis, die relevanten Gleichungen im Seitenkopf anzuge-
ben. Hier enthalten die Zellen B4 und B5 die Umrechnungsgleichungen von den
gemessenen Daten auf die physikalischen Grossen.

X Miciosoft Excel - APrechnung. xls

| patel Bearbeten Ansitt Enfugen Format Extras Daten Fenster 2 =181 x|
DERSGRAY BT - Q&= £ HE S 0w 0
| aval -0 - FXU|EESSEHPumidst e -d-A-
B9 =| =| p=nRT/(V-nb)-an'2/\VA2
AT e e E T e e [
Rohdaten Ccoz —
Gleichungen
YVolumen V= Vo -(B0-x)*1.539-7 m"3
Druck 100 mY = 150 bar =15 Mpa

Reales Gas +an2NZ)V-nbEnRT
=nRT/{V-nbEan*2/v*2
£

SSEEREERE N

17
M 4[r M 75,6C(3) [ 75,60 (%) /5.4C(2) ) Tabelle1 / |«]
Markieren Sie den Zlelbereich, und drilcken Sie die | |

In der Zelle B8 geben wir die Gleichung des realen Gases ein, in der
Zelle B9 die Auflésung nach p.
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X Miciosolt Excel - APiechnung.kls

|] Datei Bearbeiten Ansicht Einfigen Formal Extras Daten Ferster 2 18] x|
IPE@|EAY SBRS o -0 Q@ =55l WP ow- B
[ aral o rlFxplE==EE % m it EE|i-a-A -
=[x+ =000
A B [ c [ B | E T[T F T B [ =
| 1 Rohdaten coz2 |
2
| 3 | Gleichungen q;,
| 4 |"Wolumen W =Yo -(50-x)"1.53%e-7 m"3
5 |Druck 100 mV = 150 bar =15 Mpa
B
| 7 |
g |Reales Gas (p+an=2va2)(v-nb)=nRT
i p=nRT/AV-nb)-ans2Ava2
1
11 | Unbekannte
12 VO 0,001 me3
l-ﬂ“: [U.EIEI'I _I mal
14
15
16
7 &
M4 M 75,6CE@) £75,6C(4) /54C(2) hrabeller /|4 | ﬂ[l
Bearbaiten [T | NET

Wir geben nun in den Zellen A12 und A13 die Bezeichnungen der unbe-
kannten Grossen ein. Die Zellen B12 und B13 enthalten Anfangswerte,
die Zellen C12 und C13 die physikalischen Einheiten.

X Miciosoft Excel - APrechnung.xls

[®] Datsi Bearbsiten Ansicht Einfiugen Format Extras Daten Fenster ? =181 x|
[CEd@RY|te@I - [B®|= LUK BEH| |0

[[ava w0 FRAU SE=BH Famig) =EE - hA

Hi1 =| =| 0,00003148 1
E | F [ 6 [ W Jrmen[ TR D =

3 J=
| 2 | | |
=N Konstanten
|4 | [Tk 304,21/K

5 RHOK 0,455 kg/l

B
| 7| i 004401 kg/mol
R Pk 7332500 Pa
ER R &,314 Jk mol L=
10 vdWy-Parameta 2 B9E-01 ma™ Paimaol2 =
g b [=iEEmE ma/mal
13
|14 |
(15|
| 16 |
(17 =
[ [« [w Ml 75,5C (3) £ 75,6C (4) [ 5,4C (2) ) Tabelle1 1= I»]
Bereit [ 1 REC [ 2

Die Zellen F3 bis I11 enthalten die Literaturwerte.
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X Microsolt Excel - APrechnung. xls
| ] atei gearbeiten Ansicht |Erfugen Format Extras Daten Fenster 2 ~18]x]
DA SRy ) 2. A® = L AE e 0 B
[[ara o [ FEH S xmds e -5-A-

)| S 7| [ ——"

474 b IWR F5,5C ) A TS BE A ASAC @) Tabelles /- [#] >
Bereit | Summe=7302013,3 [ (1

Wir markieren nun den Bereich G4 bis HLl. Mit dem Befehl Einfigen

- Namen - Erstellen... werden die Bezeichnungen der Namen fest-
gelegt.
Mamen erstellen [ 7] '
“Mamen erstellen aus
[ Cberster Zeie | s
_—
IV Linker Spake abbrechen

[ Unterster Zeile
[ Rechter Spalte

Wir wdhlen nun die Funktion aus linker Spalte aus.

Damit werden die Namen erzeugt, die dann als absolute Referenz in Formeln
verwendet werden.

In die Zelle B16 wird die Temperatur des Gases eingegeben. Beachten Sie, dass
mit absoluten Temperaturen gerechnet werden muss. Die Umrechnung kann, wie
hier gezeigt, direkt in Excel durchgefiihrt werden.
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X Microsolt Excel - APiechnung. xls

] pstei Bearbeten Amicht Enficen Formst Etrss Dsten Fenster 7 =181 x|
EEEIERZ Magrwmu BRI Y
[ ara <0 B F XUl “H|Fuo B HEEL-dA-
=X =025 1
A [ B | ¢ B | E | F T 6 T3
18 | Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [rnV}
192025 | 929
(20 203 85
|21 | 20,35 785
2 204 727
23 208 63,3
24 | 2056 573
25 20,75 48
26 | 21 368
27 | 215 275
% 7] 213
(29 25 173
30 23 145
31 24 i1
32| 2% CE]
[33] 0 47
34| 35 32 -
IEH I'[blll?s.bc{_)j?sK{M&K(?)}Jebelelfihl | ﬂ]_‘
Baarbeiten [i | 3 i — -

Als ndchstes geben wir die Messwerte ein, fir die Mikrometerschraube
in mm und fir den Druck in mV. Dies sind die Finheiten, die wir ab-
lesen. Fs ist eine schlechte Praxis, schon vor dem Notieren der Werte
Umrechnungen durchzufiihren. Wenn bei diesen Umrechnungen ndmlich
ewn Fehler passiert, dann ist er nicht mehr auszumerzen, Wenn die Um-
rechnungen erst im nachhinein geschehen, haben solche Fehler, wenn sie
entdeckt werden, keine Konsequenz.

(©1998-2004 University of Ulm, Othmar Marti



Ausgleichsrechnung ” Fitten”

X Miciosoft Excel - APrechnung_xls

Bearheiten

i

[

%] patei Bearbeiten Ansicht Enfigen Formab Extras Daten Femster 7 =l=l x|
Cedashy | smes o o€ =002 s oo
arial T xu|===EBB umins Es|E- A
ARCTAN | =] X +/ =| =(50-A19)"0 0000001539
A [ B | e | o [ E | F |7
| 18 | Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [mY] Verring-]arun?
19 20,25 925|00001533 |
|20 203 85
121 2035 785
| 2 204 727
|23 205 633
| 24 | 2058 573
(25 20,75 a8
| 26 | 2t B8
27 215 275
) 22 213
|29 25 173
130 pE] 145
ED 24 11
32 25 83
B El 47
34 3 33 =
14 [ DI 75,6C3) [ 75,6C (4) [5,4C1(2) ) Tabelle1 / 1] | Ll]J

Als ndchstes berechnen wir in der Spalte C die Volumenverringerung. Die
Formel ist abgeleitet aus der in Zelle B4. Dabei wird zuerst das Volumen
Vo ausser Acht gelassen, also nur AV = (50—1z)%1.539e—7 ausgerechnet.

X Miciosoll Excel - APrechnung. xls

| Datei Bearbeten Ansichk Enfigen Formst Extras Daten Eenster 1

DEE SRy sRRT -~ A&z &85 0SS 0 - )

Arial

rwo - FXUEEEHED %S

LA

C19 | =| =(50-A19]70, 0000001539
A | B | e D | = | F |3
| 18 | Mikrometerschraube [mm] DOruck am Messgerdt [mV]Verringerun:
| 19 ] 20,25 929
| 20 | 203 85
| 21| 20,35 785
(22 | 204 727
| 23 | 205 633
| 24 | 2058 57,3
25| 20,75 48
| 26 | 21 360
| 27 | 215 275
28 | 22 213
| 29 | 25 173
| 30 | 23 145
| 31 24 1.1
32 | 25 89
33 | 30 47 6
| 34 | 35 3.2[ 5 =
44> WL 7S,6C ) £ 75,6C (%) £5,4C(2) hTabellel / (K1} | IS

Barait

SuUmmea=6,662E-05

NF | (=) 7z

Wir markieren nun den Bereich, in den die Formel kopiert werden sollte.
Mit Strg-U fiillen wir den Bereich.

(©1998-2004 University of Ulm, Othmar Marti



8.3 Verwenden von Excel zum Fitten

o7

X Miciosoll Excel - APrechnung.xls
[®7 Datei pearbeiten Anskht Enfigen Formet Extras Daten Fenster 2 =l x)
CExdSZBy iR o o Q@ 2 L35 wed om0
[EE s o | T === | e [ A
ARCTAN | =X o =| =3B%12-C19] |
A | B | ¢ | o 1 e | F |3
| 18 Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [mV]Veningerung Volumen [m*3]
19| 20,25 929| 4 5/9E-06|=38%12-C19
| 20 203 B5 4571E06
121 | 20,35 785 4553E06
22 204 727 4555E06
23 5 633  4540E06
| 24 | 20,58 573 4528E06
2% 20,75 48 4 502E-06
2% 21 388 4483E06
127 | 215 275 4306606
28 2 213 4309206
Pl 25 173 4232606
| 30 23 145 4155606
31 24 11,1 400M1E-08
32 25 89 3848E06
|33 | 30 47| 3D70E06
| 34 | 3B 32 2308E08 =
H 4> (M 75,66 (3) 75,60 () £ 5,4C (2) ) Tabelle1 / [« I miN
Baarbaiten W [l if 1 ] ]

In der Spalte D wird nun das Volumen ausgerechnet. In der Formel
=$B$12- bedeutet die Zellenreferenz $B$12 das Volumen V. $B bedeu-
tet, dass beim Kopieren sich diese Spaltenreferenz nicht verdindern soll-
te. $12 bedeutet, dass die Zeilenreferenz beim Kopieren nicht verdndert
werden soll. $B$12 bedeutet also eine absolute Referenz. sagt, dass
beim kopieren die Zellenreferenz relativ aufzufassen ist. Man kann auch
Kombinationen verwenden, bei der nur die Spalten oder nur die Zeilen
absolute Referenzen sind.
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IﬂD"atai Bearbelten Ansicht Einfiigen Format Extras Daten Fenster ? =l x|
[EET-IEECAN LT SRR IEV AT Rl
| aia - ,]rxu|~7£—@‘@/uw ==
sreTal | 7| X o4 = =B19/1007150+100000 .
A [ B | € | D | E | F \E
| 18 |Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [mv]Yeringerung Valumen [m* Druck [Pa
19 20,25] 925 4579ED6 9954 E—EM[=B1EIM 00*15!
| 20 | 203 B85 4571E06 9 954E04
121 | 2035 785 A5B3E06  9954E04
122 | 204 727 AB55E-06 O 954E04
123 | 205 633 4540E-06 995504
| 24 | 20,58 573 4528E-06 O 555E-04
25 20,75 48 4 502E06 9 955E04
| 265 21 388 AAB3E-06 9 9R5E-04
|1 27 | 215 275 4,386E06 9 956E-04
128 | 22| 213 4309E-06 9 957E04
1 29| 25 173 4232806 9 958E04
| 30 | 23 145 4155806 9950C04
3 24 111 4001E06 9 5950E-04
|32 | 25 89 3048E06 9 962E04
133 30/ 47 3078E-06 9 9RSE0D4
| 34 | 35 32 2309ED6| 39377ED4 =
75,6C (3) £ 75,6C (4) £ 5,4C Tabellei 4] | Hin
Bearbaiten [== R

Die Spalte E enthdlt den in Pascal umgerechneten Druck. Daber wird die
in der Zelle B5 angegebene Umrechnung verwendet.

X Miciosolt Excel - A.PII:L']IIIUIII_.].)ZE)‘

[] Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Format Extras Daten Fernster 2 =12 x|
CEEASRAY LIBBT o- - Q& = £ lPs w0 -|B)

|| aral w0 - FXUSS=ZHPrwigs @ A

F19 | = =$B$13’R‘Temperaturf(D19-5’nE!$13“b)-a'$E|$13“2fD1‘3‘2
A | B | e | D | Formein || F =|

18 Mikrometerschraube [mm] Druck am Messgerat [mV]Vemingerung Volumen [m® Druck [Pa]  Berechneter D7
E 20,25 928 4579E-06 9Q954E04 1 394E+07| 2 326E+13
| 20 203 65 4571E06 9954E04 1 275EH)7
21 20,35 785 AEG3E05 005404 1,178E407

2| 204 727 A4555E-06 9954E04 1091E+07
| 23 | 208 633 4540E06 9955E04 9495E+H06
| 24 | 20,58 673 AFXMEOS O955E04 B 595E+065
25| 20,75 48 4 502E08 9 955E-04 7 200E+06
| 26 21 388 4463606 9955E04 5B520E+06
(27 215 275 4336E06 9956E04 4,125E+06

3| 22 213 4309E05 O9957E0M4 31956405

29 25 173 4232605 9950E04 2 596EHE
(30 23 145 4155606 O95BE04 2,175E+06
I 24 11,1 4001E06) O960E-04 1 GBSE+DG
(32| 25 89 3848E06 9962E04 1,335E+06
83 30 47 3076E-06  9969E04 7050E+DS

EN 3 32 2309E06  O977E04 4 B00E+05
14« [» [b1 £ 75,6€13) £ 75,6€ (4) £5,4C(2) ) Tabelle / |4 |

Y

Markieren Sie den Zielbereich, und driicken Sie dig | | T | CRE T

In der Spalte F wird nun der Druck mit der van der Waals Gas-Theorie
ausgerechnet. $B$13 ist die zu berechnende Molzahl, D19 das Volumen,
das implizit das Volumen Vy enthilt.
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8.3 Verwenden von Excel zum Fitten 59

X Miciosoll Excel - APrechnung. xls

|[#] Datei Boarbeiten Ansicht Einfigen Format Extras Daten Ferster 2 =181 x|
[Cox@SLY $BRY o |A®[Z A5 4[MeH 0 1)
| e oL Fx o |EEEEE o dsEE|E-s A
ARCTAN | =] X  =|=ADS(F19-E19)2 1
5] c | D | E I | G | H E
| 18| Druck am Messgerét [mV]Verringerung Volumen [m* Druck [Pa]  Berechneter Druck Abweichung
19 929 4579E06  9954E04 1 394E+07 2326E+03
|20 85 4571E-06 9954E-04 1.275E407 2326E+13
| 21 | 785 4563E-06) 9954E-04 1,178E407 2,326E+403
x 727 A4555E-06) 9954E-04 1091E+D7 2326E+03
|23 B33 4540E-068 9955E-04 9A495E+I6 2 326EHT3
24 873 4528E06 9955E-04 8595E+HIE 2,326E+H]3
% 48 4 502E-06 9955E-04 7 200E+06 2 326E+03
X HE  44B3E06 YO55E-04 5 820E+HD 2,326E+03
2 275 4306E-06 9956E.04 4,125E+06 2,J26E+03
|28 213 4309E-08 9957E-04 3,195E+06 2,326E+03
2 173 A4232E-060 9958E-04 2 595E+HIE 2 326E+03
30 145 4155E-06) 9950E-04 2175E+06 23256+
EEiE 111 4001EDE  9960E-04 1pESEHIE 2 325E413
32 89 3840E06 9962BE04 1,335E+0E8 2325E+H03
oy 47 3J070E-06 9959C.04 7 050E405 23236400
34 32 2308E06 9977E-04 4 B00E+DS 231E+03 =
M MK 75.6CE AT5,6CH) L5,4C() hTabellet /4] | LIH
Baarbeitan | I (] Nel [ [ ¢

Die Spalte G enthdlt nun die Berechnung des Fehlers. Hier verwenden

wir das Fehlerquadrat. In der Zelle B1/ wird nun die Summe aller Fehler

erngetragen.

Nun koénnen von Hand die freien Parameter verdndert werden. Das erlaubt
einem, den realistischen Parameterbereich abzuschétzen.

X Miciosoft Excel - APrechnung.xls

“ﬂ Datei Bearbeiten Ansicht Einfligen Format | Extras Dsten Fenster ? ‘J_ﬂ_i_!:
D@ E SRy ¥ 8@ < ¥ rehishobung.. 7 @y - 3

| ara <0 ¢|F x 0| RKCREX gl DA

Ci4 | =| =SUMME(G1|  Arbeitsmappe freigeben...
B i Anderungen verfolgen rE G T =

4 |V =Vo -(50-%)"1.53%-7 m"3 Srle it el = e e = Tk S
5 1100 m¥ = 150 bar = 15 Mpa Schutz ¥ RHOk

B

7 Ziehvertsuche..., M 0/

8 |(p+an2A2)v-nb)=nRT Szenario-Manager... Pk 73
9| p=nRT/(V-nb}-an2=2 Reteldrv » B
o I 28
" b EX]
EE 0,001 Makro '

13 0,001 Add-In-Manager... | |
14 |Summe Abweichung I 3 I 76E+14 anpassen,..
15 A Optionen..

';;L;Gr" 348,75 Assistact »
18 | Druck arm Messgerat [mV]Veringerung  Volurmen [m* Druck [Fa]  Berechneter Druck Abweichung

19 929 4 579E-06 9 954E-04 1 394E+07 2326E+03 1 941E+14

a 85 AS71E06  9954E-04 1 275EH07 2326E403 1 B25E+14 ¥
144 [» M 75,6C(3) £ 75,6C (4) A5,4C (21 hTabelter /=77 4] _ : T
Bereit [1 [ 5 I Y (i

Zur automatischen Abschitzung bendtigen wir den Solver.
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Ausgleichsrechnung ” Fitten”

Solver-Parameter HE3
Zizele T
Ziehwert: " Max ( Min ~ Wert: ]EI SchiieBen |
Weranderbare Zellen: -

[tB$12:48513 ] schatzen |
Nebenbedingungen: Optionen... I

$B6$12 »= $C$19+0,000001 Hinzufiigen

$B$12 >= 0,0000001 -_[ _I

$B$13 >= 0,00000001 Andern

$F$19 >=0 Zuriicksetzen

Die Finstellungen sehen wie oben aus.

Die Zielzelle enthdlt die Referenz auf die Zelle, die minimiert werden
soll. Der Solver funktioniert besser, wenn nicht nach einem Minimum,
das ja auch lokal sein kann, sondern nach dem Zielwert 0 gesucht wird.
Verdnderbare Zellen sind die Molzahl und das Volumen Vy. Die Nebenbe-
dingungen verhindern, dass bei der Suche durch 0 geteilt wird. Unter den
Optionen kann der Suchalgorithmus bestimmt werden.

X Miciosoll Excel - APrechnung. xls

|®] patei Bearbeiten Ansicht Einfugen Format Extras Daten Ferster 7 =1=] x|
DEESRY|(IBRT < - @€ = A8 EH - O
| arial <10 = FxQO Eliﬁ|@% Wi EE DA
1§ T = = -SUMME[G19 = e e el

B | C | D | E | EE=
4 Volumen V= Vo -(50-x)"1 539e-7 m'3 [
5 | Druck 100 mV = 180 har = 15 Mpa
6 |
L
8 Resles Gas (pran 2 2)(V-nb)=nRT
ER p=nRT/(V-nb)-an"2/\2 w
| 10| widWy-Paramet
11 |Unbekannte
12 (V0 4 82483E-06 m"3
13 n= 0,001797963 mal )|
4] Summe Abweichung [T 41BE+14]
15
| 16 | Temperatur 34875 K
17|
|18 | Mikromelerschraube [mm] Druck am Messgeral [m"]Verringerung | Volumen [m* Druck [Pa]  Berechneler [
19 20,25 929 4579E-06 2453507 13945407 7531
20| 203 85| 4571606 2500507 12755407 7
47 1» D nZ 75,6C (2) A 75,6€ 3] /75,6 (4) A5,3C(2) hTabeller /4] I T
Bereit i | i NF | |

Nach dem Starten des Ldsungsprozesses lauft die Suche. Ist sie fiindig
geworden, wird der folgende Dialog angezeigt. Wir sagen OK und unsere
Datei sieht nun wie oben aus.
Beachten Sie die Zielzelle, und die beiden verdnderbaren Zellen. Sie zei-
gen nun das Resultat des F'its.

(©1998-2004 University of Ulm, Othmar Marti



8.3 Verwenden von Excel zum Fitten

u xcel = Ar WAL XIS

|®] Datei Bearbeten Ansicht Einfugen Format Extras Daten Fenster ?

DR SRY BT - - ([Q® = A 45l 08 0w~ [
| avia i v FXu EEER ST u%wMN FEFE_-OA
D1B j =| Volumen [m"3]

T B 9 D E F G N
| 18 |Druck am Messgerat [mV] Veringerung Abweichung
| 19 | g28 4 579E-U6 3 974E+13
[ 20 | B5 4 571E-06 2B622E+13
| 21| 785 4 553E-06 | 72BE+13
| 22 | 27 4 555E-06 1,093E+13
[ 23 | B33 4 540E-0U6 3.832E+12
[ 24 | &7 3 4 528E-06 | ZB0E+12
| 25 | 48 4 F02E-OB 1,049E+10
| 26 | 388 4 AG3E-C6 1 A11E+12
| 27 | 275 4 386E-06 5,104E+12
| 28 | 213 4 309E-06 6,806E+12
[ 29 | 173 4 Z32E-06 7 .290E+12
[ 30 | 145 4 155E-06 7,166E+12
[ 31 1.1 4 001E-06 6,170E+12
| 32 | 89 3 B45E-CB §,189E+12
[ 33 | 47 3 073E-06 ) 2172E+12
| 34 | 32 2 309E-06 al 5 1 15FE+12 =
M4 » [ MU 75,6C (2) £ 75,6C (3) £ 75.6C (#) A5,4C (2) hTabeller /| ¢] |
Bereit ' Summe=190383128 NF | |

Es hilft oft, sich eine graphische Darstellung des
markieren wir die Spalte mit dem Volumen sowre

ten.

Diagramm-Assistenl - Schatt 1 von 4 - Dhagrammlyp

Fits anzusehen. Dazu
die beiden Druckspal-

=18
Standardtypen | Benutzerdefinierte Typen | e =0
Diagrammtyp: Untertyp: %\hﬁ —i —
- * Diagramm-Assistent | © & ¥
[l 55U | " . :
b= faken % . =
|4 Linie . A =
Q@ Kreis 3,974E+13
: [ 2 622E+13
X 1,728E+13
¥ "'-"} 1.093E+13
3.6832E+12
et L
N S 1,260E+12
@8 Oberfliche \ A A T 04SE+10
®: Blase e 1A1E+2
ot Kurs =l 5 104E+12
e —— B,B0BE-+2
Punkkbe mit Linien ohne Datenpunlte 7 290E+12
7,1BEE+12
B,170E+12
5,188E+12
Schaltflache gedriicks halten Fiir Beispiel I 2172E+12
1157E+12 =
T T
@) abbrechen | <z || werer> | Ende o

Wir driicken nun auf den Knopf fir den Diagrammassistenten. Nun

wdhlen wir Ein Lintiendtagramm ohne Datenpunkte aus und driicken
Weiter.
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1,600E07
1,400E+07
1,200E+07
1,000E+07
%000E+06
6.000E+06
4.D00E+06
2,000E+06

0,000E+00
0,000 5,000 1,000 1,500 2,000 2,500 3,000
E+00 E-07 E-06 E-06 E-06 E-06 E-06

Wir erhalten eine Vorschau. Wir beschriften im ndchsten Dialog das Dia-
gramm und fiigen es als neue Seite ein.

A T I e

Sie sehen, dass der Fit nicht sehr gut ist.
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63

X Miciesoll Excel - APrechrung. xls

%] Dstei Besrbsten Ansicht Enfigen Formst Extras Daten Fenstsr ? TR
PeEERAY IBRF | o-c- Q8 =L 0EH 0w Q)

anal ~w=|Y k| EE=EE smigs e B A

ARCTAN | = X o =] =ABS(LNF19-LNEITP2 |

B e Db [ & [ F [ e gy
4 |V =Vo-E0-x)'1.53%-7 m3 Tk 3
5 100 m* = 150 bar = 15 Mpa RHOk

5]
7] M 0]
| 8 | (p+an'2V2)(V-nbj=nRT Pk 73
| 9 | p=nRT/(vV-nb)-an 2,2 R

10 vdW-Parameter  a 26
11 b 3.1
121 1 B24B3E-06 m*3
13 0001797963 mol Ll
14 |Summe Abweichung 1,020E+14

15
16 | 348,75 K

i

18 Druck am Messgeral [m]Verringerung  Volurnen [m® Druck [Pa]  Serechneter Druck Abwsichun
19 929  4579E-06 2 4B3E-07[ 1394E+07] 7 B31E+0B=ABS(ILN(F 1
| 20 | 85 4571E06 2 540E-07 1 275E+07 7 B3DE406 2 B22E+13 -
(40 b M 75 6C(3) £ 75 6C(4) A 5,4CT2) 7 75 4k Tast § Tabeller /7 7 [4] Tt | LLl_I
Baarbaiten T | Nl T T 4

Ein Grund ist das 1/x-Verhalten der Kurve. Wir gleichen die Steigungen
i den unterschiedlichen Bereichen an, indem wir die zu fittende Glei-

chung logarithmieren.

Nun ritten wir wieder und erhalten

VO 4,67852E-06 m 3
n= 0,000633095 mol
Summe Abweichung | 1,558 E+00
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B Microsoft Excel - APrechnung_xls

Fit 754 °C
1 500E407
1 4008507 biagrarrnfléché
1 z00Ee07
1,000E407
& OBOEROE
B ON0E+0E
4000805
Z000E+06

HepEend
O,000E+00 S.H00E-DT 1.000E-06 1.500E-06 2 000E-0% Z.SO0E-06

-:'—!_l_l_lq_!_l

Resultat des Fits mit einer logarithmischen Gleichung.

Spielen Sie mit der beiliegenden Datei Aprechnung.x1s. Sie enthélt die oben
gezeigten Rechnungen.
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